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译 : 从 序言 


数学 ,这 和 门 古 老 而 义 常 新 的 科学 , 正 阔 步 近 向 21 世纪 . 

回 左 即将 过 去 的 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作 为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 罕 破 传 统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 次 透 , 并 越 
来 越 直接 地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 士 而 言 , 不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 .现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 未 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 . 

另 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 科 学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当务之急 .尤其 是 当世 纪 转 折 之 际 ,世界 
各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 强 数 学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ", 其 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 公众 所 
了 解 ”， 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数 学 发 展 的 水 
平 相 应 并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 足 进步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 60 年 
代 , 华 罗 庚 、 闫 文 怪 等 一 批 数 学 家 亲自 动手 撰写 的 数学 通俗 读 
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物 ,激发 了 一 代 青 少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 . 改 韦 开 
放 以 来 ,我国 效 学 界 对 传 轿 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 .但 沿 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 补 比 尚 有 差距 .我国 效 学 
要 在 于 世纪 初 率先 上 赶 超 世 界 先 进 水 平 , 救 学 车 及 与 传播 方面 的 
赶 超 万 是 一 个 重要 的 环节 和 这 切 的 任务 .为 此 , 借 监 外 国 的 先进 
经 验 蚌 必 不 可 少 的 . 

《 通 给 数学 名 著 译 站 ?的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 , 扒 动 国内 的 教学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先 说 水 平 的 器 世纪 工程 贡献 力量 .从 书 的 选 囊 计 
划 ,是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 坦 础 
上 讨论 确定 的 .所 选 闭 壕 , 基 本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 . 受 到 
公众 好 评 的 仁 作 ,它们 在 内 容 上 包括 了 不同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 
出 介绍 当代 数学 的 重 坟 成 就 与 应 用 ;有 的 循 狂 善 诱 启迪 数学 思 
维 与 发 现 技 巧 ; 有 的 富 于 哲理 阅 释 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 磋 
标 3 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 窒 探 现代 数 
学 的 发 展 概 瑶 ,领路 数学 文化 的 丰富 多 采 ， 

从 书 的 读者 对 入, 力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 .为 此 外 书 
中 送 当 纳入 了 不 同谋 次 的 作品 ,以 使 包括 大 、 中 学 生 ; 大 、 中 学 教 
师 ; 研 究 生 ;一 般 科 技工 作者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开卷 受益 ， 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 丛书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 二 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众多 的 大 树 ,-- 沾 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 , 电 往往 深 有 电 行 如 隔山 之 感 ,也 需要 涉 炸 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

蔚 要 指出 的 是 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 亡 其 是 
科 昔 译 著 的 出 版 并 不 景气 ,有 关 选 题 逐 年 减少 ,品种 数量 不 断 下 
降 . 在 这 样 的 情况 下 , 海 教育 出 版 社 以 询 接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 国际 版 权 公 的 ,不 惜 耗资 购买 版 权 , 组 织 翻译 出 扳 
这 套 《 通 俗 数 学 人 名 蔷 译 从 ,这 无 疑 是 值得 称 递 和 支持 的 举措 ,党 
加 本 共 芒 翻译 的 专家 学 者 们 ,自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 并 
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通常 不 被 算 作 成 果 握 却 能 帮 有 勋 公 从 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 益 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 奸 集 中 地 翻 译 .引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 上 . 
我 们 热切 希望 广 太 数 学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 ,扶植 这 项 
工作 ,使 < 通俗 数 学 名 著 译 处 # 出 版 成 功 . 

主 我 们 举 手 迎 雁 2000 世界 数学 年 ,让 公众 了 解 . 喜 爱 数 学 ， 
让 数学 走 进 千家 万 户 1 


《通俗 数学 名 著 泽 从 》 编 委 会 
1997 年 8 月 
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支撑 任何 需要 智力 努力 的 领域 的 生命 绕 是 不 断 她 有 稳定 数 
量 的 重要 ,未 解决 (但 原则 上 是 能 解决 的 ) 的 问题 的 注入 ,例如 ， 
射影 几何 一 度 是 数学 中 一 个 繁荣 而 富有 成 果 的 领域 ,但 如 今 就 
像 渡 渡 岛 吕 那样 灭绝 了 ,理由 很 简单 :一 百 多 年 前 问题 的 泉源 就 
已 帖 妃 了 . 另 一 方面 ,对 当今 风行 一 时 的 混沌 未 说 ,直到 洛 伦 辫 
《Lorenz ),， 斯 梅 尔 (Smale), 费 根 鲍 姆 (Feigenbaum), 约克 
(Yorke), 梅 (May), 吕 斯 勒 (Rissler) 和 其 他 人 晚近 的 工作 鼓 兽 着 
当今 混沌 学 家 、 他 们 的 学 生 ,、 这 随 者 所 倾泻 出 的 大 量 的 问题 之 
前 ,除了 少数 几 个 数学 上 很 神秘 .有 远见 的 冒险 家 和 行家 外 ,大 
家 对 混沌 一 无 所 知 .这 些 例子 清楚 地 说 明了 乔治 * 波 利 亚 
{George Pslya) 的 众所周知 的 和 名言: “数学 就 是 问题 解决 的 艺 
术 . 然而 和 其 他 专业 的 科学 家 不 同 的 是 ,数学 家 有 一 个 专门 省 
词 未 表达 他 们 对 某 个 问题 的 解决 一 一 那 就 是 定理 . 

数学 就 是 关于 定理 的 学 间 : 怎 样 发 现 定理 ;怎样 证 明定 理 ; 
怎样 推广 定理 ;怎样 运用 定理 ;怎样 理解 定理 《五 大 指导 理论 》 
企图 通过 展示 本 世纪 数学 家 的 艺术 的 五 个 最 精致 的 成 就 来 告诉 
一 般 的 读者 有 关 数 学 的 知识 .本 书 总 的 计划 是 考察 数学 中 已 经 
解决 的 几 个 最 大 的 问题 ,这 些 问 题 是 怎样 解决 的 ,最 重要 的 是 为 
什么 其 解决 是 至 关 重 要 的 一 一 不 仅仅 对 数学 家 是 至 关 重 要 的 . 
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因此 ,五 大 指导 理 浴 训 的 提 标 是 衣 过 全 子 上 启发 . 台 乐 和 教育 从 杯 
[kk， 是 通过 教条 来 达到 上 述 上 月 的 . 
S' 乌拉 姆 (Stanislaw Ulam) 一度 估计 过 每 年 数学 家 要 上 发 表 
20 多 万 亲 定理 .这 些 定 弄 的 绝 大 部 分 无 人 问津, 愉 有 和 极 小 部 分 
定理 为 相当 数量 的 数学 家 所 理解 和 信服 .鉴于 数 党 在 我 们 辣 个 
星球 上 已 经 有 了 中 个 其 红 的 实践 这 -事实 ,要 从 即使 是 本 攻 
纪 册 发表 的 迄今 已 有 数 吾 万 条 的 定理 中 挑 出 一 些 “ 最 伟大 "的 定 
理 , 初 -- 看 这 似 平 是 前 其 衣 范 的 , 俱 是 唆 要 如 上 不 秒 凡 个 条 站， 
或 "过 滤器 ", 这 项 工作 马上 就 大 赤城 少 ,从 而 能 把 伟 太 药 定 理 从 
冒充 伟大 的 定理 中 和 何 离 负 来 .就 本 节 中 强调 的 五 信 受 人 珍视 的 
数学 珍宝 而 言 .以 天 就 是 我 采用 的 准则 
大 意义 重大 : 该 定 下 中 否 突破 了 数学 发 展 中 的 一 沾 重 大 的 
人 悍 局 或 阳 碳 ?或 者 仿 定 理 是 直 导 至 数学 研究 中 新 领域 的 
确定 ?例子 ;莫如 斯 (Morse) 定 理 , 它 激发 了 育 性 理论 的 
发 展 . 
者 优美 性 及 其 影响 所 及 的 范围 : 该 定理 是 否 像 一 首 诗 或 从 
一 幅 图 泗 是 优美 铭 同 样 意义 下 具有 内 在 的 ”优美 性 "? 该 
定理 是 否 紧 次 地 党 术 了 大 量 的 各 水 ”该 定理 是 否 使 八 讲 
一 步 了 解数 党 内 各 相当 多 领域 中 揭 各 种 同 题 ” 合子: 市 
落 威 尔 {RBrouwery 不 动 点 定理 , 坊 定 理 使 我 们 能 对 香 种 杠 
架 下 在 很 一 虎 的 数学 条 件 下 证 明 方 程 解 的 存在 性 . 
各 应 用 : 该 定 簿 是 去 找到 了 数学 之 外 的 重要 应 用 ?该 定理 
基 东 确保 存在 的 狼 学 结构 为 更 全 面 地 了 解 自然 和 (或 ) 人 
类 世界 提供 了 英 珊 ? 例子 : 极 小 家 太 定理 , 它 为 经 济 学 及 
其 他 领域 中 基于 站 策 者 的 行动 是 “合理 的 "的 意义 是 仁义 
这 样 一 比 间 题 的 许多 数学 研究 工作 黄 定 了 基石 . 
硬 证 明 方 法 : 生理 的 证 明 是 否 需 要 利用 新 的 逻辑 技巧 或 堆 


中 译注 ; 指 20 世纪. 
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理 模 式 ” 能 百 使 甲 这 些 方法 使 其 他 重要 问题 取得 诽 展 ?> 
例子 :停机 完 理 ,其 证 明和 集中 注意 力 于 利用 算法 的 思想 来 
建立 数学 真理 的 香 法 . 

生 哲 学 会 塌 : 该 定理 是 否 告 诉 我 们 以 前 不 短 道 的 美 于 六 类 
的 某 坚 重 槛 事情 ? 该 定理 的 结 证 是 否 加 二 了 重要 的 展 
制 ,或 者 反 过 来 讲 , 是 否 为 我 1 就 我 们 可 能 知道 的 关 王 池 
宕 以 及 我 们 自 忆 的 更 浑 旬 的 洞察 开创 半 的 机 机 ” 李子 : 
入 德尔 (G6del;) 的 不 完全 性 定理 ,该 定理 放大 类 湛 衣 现实 
世界 真理 的 弗 力 中 上 了 限 条 . 

为 有 资格 进入 我 位 这 种 荣誉 的 名 单 , 一 条 定理 必须 剖 这 些 
范畴 的 大 多 数 , 即 使 下 晤 全 部 的 话 ,取得 高 分 .无须 大多 想 罕 就 
能 看 出 ,利用 这 此 过 汪 器 很 快 就 二 以 把 乌拉 姆 合计 的 数 百 万 条 
定理 削减 翌 拉 以 担 生 的 规模 . 

担 是 伟 夫 的 守 理 不 是 统 立 存在 的 ;他们 导致 重大 的 理 认 
前 面 指 出 这 询 ,-- 的 十 久 大 重 帮 各 分 半 在 二 证 在 和 
这 些 理 论 或 是 以 某 章 冯 式 六 育 .繁荣 这 些 理 论 中 年 出 的 贡献 .为 
北 , 我 人 这 里 主唱 全 至 少 要 像 对 每 20 世纪 伟大 的 理论 一 样 地 对 
待 伟大 的 定理 自 旬 ， 

深 览 一 下 本 其 日 孙 司 读者 可 能 会 问 ,为 御 么 本 书 中 所 考 虚 的 
定理 都 这 各 古老 "五 拓 指 导 理 论 中 最新 的 是 单纯 形 方法 ,这 也 要 
遗 涯 虽 1947 年 ,而 最 续 的 布 劳 威 尔 不 喜 点 定理 发 表 于 1910 第 .如 
时 这 症 我 们 追求 剖 现 兴 数 学 , 即 20 沁 纪 的 数学 ,为 什么 30 世纪 
后 半 世 纪 的 研究 工作 -点 没有 了 呢 ? 尖 考 如 到 通常 的 贵 论 认 为 本 
世纪 上 后 半 个 世纪 中 馈 出 的 有 意义 约 数 学 研究 工作 要 比 前 所 个 世 
纪 的 妆 学 研究 的 总 和 证 融和 多 时 ,这 就 更 如 令 人 费解 了 . 

这 是 一 个 入 当今 党 合理 的 问题 ,所 以 值得 绍 予 -- 个 性 细 考 
虚 过 的 回答. 回答 某 林 二 在 于 以 下 的 事 紧 ,路 我 们 实际 上 追求 的 
基 伟 大 的 理论 , 玉 不 是 什 太 的 定理 .而 监 学 中 伟大 的 理论 如 全 传 
大 的 湾 篇 .伟大 的 给 于 或 伟大 的 文学 一 样 , 筑 要 时 间 和 使 之 成 熟 以 
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及 被 人 确认 为 是 “伟大 的 ", 这 使 我 回想 起 当 英国 首相 参观 法 拉 


第 贡 的 实验 室 时 法 拉 第 的 一 个 党 注 . 当 法 拉 第 叙述 他 在 电学 中 
的 最 新 发 现时 ,这 已 . 尊 红 的 绅士 间 道 :“ 这 站 什么 好 呢 ?” 法 朱 革 
回答 说 :新生 异 儿 有 什么 好 的 ,你 必须 等 他 ( 她 ) 发 育成 长 .对 
于 伟大 的 定理 ,情况 也是 这 样 .一 般 说 一 条 伟大 的 定理 至 少 要 有 
一 代 或 两 代 人 的 时 间 才 能 “发 育成 长 ", 即 被 人 们 确认 为 是 随后 
生长 出 来 的 一 种 伟大 理论 的 种 子 . 所 以 ,我 们 所 看 到 的 当今 的 伟 
大 理论 几乎 可 以 肯定 其 源 起 的 日 子 是 在 二 次 大 战 前 的 时 期 .我 
也 毫 不 怀疑 从 现在 起 十 年 后 写 的 一 本 与 本 书 类 侯 的 书 中 将 注目 
于 60 或 70 年 代 的 定理 ,他 们 现在 正 处 在 形成 更 伟大 的 理论 的 
开始 阶段 .我 还 要 指出 有 时 候 一 种 伟大 理论 的 产生 还 需要 技术 
的 进步 .例如 ,我 十 分 怀疑 如 果 没 有 过 去 几 十 年 里 发 生 的 计算 技 
术 的 重大 进展 ,本 书 中 论 及 的 两 个 伟大 的 理论 一 一 最 优化 琴 论 
和 计算 的 理论 一 一 会 出 瑰 在 像 本 书 那 样 的 任何 一 本 著作 中 . 

当 我 第 一 次 想到 有 关 本 书 的 想法 时 ,我 就 关于 报告 20 世纪 
最 伟大 的 定理 和 理论 的 一 本 节 中 应 包括 什么 的 问题 询问 了 许多 
朋友 和 数学 家 他 们 会 怎么 敌 . 某 一 天 我 想 发 表 他 们 的 一 系列 意 
见 , 可 惜 的 是 有 点 坟 长 了 ,发 表 在 这 里 不 太 自 如 .但 是 当 我 做 出 
最 后 选择 时 ,有 人 就 问 我 为 什么 本 书 是 如 此 的 "不 纯粹 (数学 )”; 
为 什么 所 有 的 理论 ( 除 与 拓扑 学 有 关 的 可 能 是 例外 ) 都 是 某 些 人 
委婉 地 (或 贬 意 地 1) 称 之 为 “应 用 数学 “( 关 便 说 一 角 , 我 回避 这 
个 术语 )》 的 领域 .为 什么 丝毫 没有 称 之 为 "纯粹 "数学 的 东西 ?有 
两 方面 理由 :(a) 我 们 都 是 由 我 们 的 口味 和 背景 所 控制 制约 的 
人 ,数学 上 ,我 的 专业 偏向 于 应 用 的 方向 ,还 有 (b) 我 希望 本 书 集 
中 注意 于 为 什么 普通 人 ( 即 , 非 学 术 界 人 士 ) 应 该 关心 作为 他 们 


D 译注 :Michae] Faraday,1791.9.22 ~ 1867.8.25, 英 国 物 理学 家 、 
化 学 家 和 物理 化 学 家 . 发现 电 磁感应 现象 .电解 定律 和 光 与 购 的 基本 关 
系 ,创立 现代 电磁 场 的 基本 观念 .出 身 于 铁 工 家 庭 . 
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日 常生 活 中 一 种 因素 的 数学 ,这 样 一 个 目标 再 次 把 材料 偏向 于 
应 用 方面 .我 肯定 期 望 其 倾向 与 我 不 同 的 人 写 一 本 类 似 的 书 ,该 
书 可 能 是 讨论 诸如 阿 带 雅 一 六 格 (Atiyah-Singer) 指 标定 理 ( 偏 微 
分 方程 ), 有 限 单 群 分 类 定理 { 群 论 ) 以 及 哈 串 一 巴 拿 赫 (Hahn- 
Banach) 定 理 ( 泛 困 分析) 等 伟大 的 现代 结果 (和 理论 ) .但 我 不 认 
为 我 会 是 写 这 样 一 本 书 的 作者 . 

因为 我 声称 本 书 是 为 那些 希望 了 解数 学 以 及 数学 为 什么 至 
关 重 要 的 人 写 的 ,我 至 少 是 在 会 蓄 地 讲 这 是 一 本 为 非 数 学 家 写 
的 书 . 这 一 事实 就 需要 某 种 “解构 "(deeonstraction) .让 我 一 开始 
就 来 说 一 下 ,就 我 的 水 人 文风 ,完全 不 用 数学 来 写 一 本 有 关 数 学 
的 书 是 一 种 回避 现实 的 手法 , 即 有 损 于 有 才智 的 读者 也 给 数学 
本 身 帮 了 倒 忙 . 写 一 本 这 样 的 关于 数学 的 “儿童 交谈 "的 书 , 怖 要 
或 者 只 讨论 像 几 有 有 和 和 分形 分 析 那 样 的 画图 的 题目 ,或 讨论 常常 
是 不 失 趣 味 性 的 包 会 数 的 性 质 ,简单 概率 论 或 初等 逻辑 的 知 力 
游戏 一 一 实际 的 数学 的 细节 在 其 内 容 中 发 挥 作用 .所 以 我 选择 
了 一 条 不 同 的 、 店 奢 么 具有 报刊 特点 而 且 也 是 更 为 危险 的 路 线 . 
本 书 采用 的 路 线 是 爱 因 斯 坦 很 久 以 前 口述 的 ,当时 他 说 道 :“ 一 
种 理论 应 该 尽 可 能 简单 ,但 是 不 能 更 简单 了 ." 所 以 允许 我 试 着 
把 这 个 有 点 令 人 困惑 的 注 记 翻译 成 针对 本 书 读 者 的 一 种 陈 计 . 

就 本 书 提供 的 材料 而 言 , 读 者 要 有 一 点 我 喜欢 称 之 为 精致 
的 数学 基础 .这 并 不 意味 着 读者 实际 上 懂得 任何 数学 技巧 或 方 
法 ,本 书 中 很 少 要 用 到 技术 数学 的 方法 (实际 上 ,没有 ), 但 是 要 
用 到 许多 数学 的 概念 ,思想 各 多 步 推 理 .此 外 ,我 并 不 相信 由 
5S: 玉 ' 填 金 中 的 著作 编辑 很 好 记 广 下 来 的 以 下 说 法 , 即 一 本 书 中 


号， 译注 Stephen WW，Hawking，1942.1.8~ ,英国 理 沦 物理 学 家 .他 
有 关 煤 炸 黑 洞 的 发 现 有 助 于 把 相对 论 和 量子 力学 联系 起 来 .他 总 有 有 严重 
的 肌 芋 缩 性 消 矢 侧 索 硬化 症 , 行 动用 难 , 市 况 能 在 物理 上 作出 突出 贡献 ， 
因此 倍 受 尊重 .1974 年 当选 为 皇家 学 会 最 年 轻 的 会 员 ， 
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的 每 个 方程 将 使 其 销售 置 减 半 . 我 的 理想 的 读者 大 概 也 不 会 相 


信 这 种 说 法 .零星 的 方程 以 及 偶尔 有 一 个 希腊 字 短 其 至 一 、-. 个 
图 也 会 间或 地 出 现在 书 中 .但 是 关心 数学 家 达到 的 成 就 以 下 为 
什么 这 些 成 就 是 重要 前 读者 丝毫 不 会 袍 这 种 做 法 所 吓 倒 .他 或 
她 将 把 这 些小 小 的 障 疏 独 器 到 旁边 去 ,就 好 像 这 些 障碍 比 司 信 
的 艇 子 麻 糯 不 了 多 少 . 所 以 本 书 是 为 任 各 不 得 怕 面 对 实 际 效 学 
思想 迎面 而 上 的 人 的 .差不多 任何 一 个 学 过 商 中 代数 或 见 
何 而 且 至 少 还 对 数学 思想 保留 -- 点 热情 的 人 就 属 二 这 一 范 
畸 一 一 即使 很 早 前 学 过 的 课程 细节 已 从 记忆 中 消失 也 温 有 关 
系 . 要 关心 的 正 是 这 些 黑 想 和 正视 这 些 思 想 的 愿望 ,而 不 是 技术 
细节 . 

那么 对 其 有 相当 数学 基础 的 读者 又 怎样 呢 ? 如 果 对 本 书 的 
草稿 的 各 种 建议 可 以 华为 判断 的 依据 的 话 , 那 么 即使 是 许多 专 
业 的 数学 家 也 将 从 本 节 中 找到 他 们 感 兴 趣 的 材料 .当然 他 们 找 
不 到 人 们 期 望 从 数学 教科 书 或 研究 专著 中 才 有 的 严格 而 详细 的 
证 明 ., 本 书 不 是 为 * 想 要 成 为 "数学 家 的 人 用 的 载 科 书 ( 明 然 本 书 
曾 作 为 文学 院 " 为 诗人 用 的 数学 "类 型 的 大 学 生 课 程 的 教材 用 得 
很 好 ). 本 书 表 定 不 是 一 本 专著 .本 书 纯粹 是 阐明 性 的 ,对 于 本 书 
中 只 有 广泛 概要 的 内 容 想 要 作 深 入 细节 了 解 的 读者 来 说 ,我 对 
每 个 主题 穿 播 安排 了 具有 各 种 数学 难度 又 有 更 窒 细 节约 文 喜 
自 录 ， 

对 于 诸如 本 书 那样 的 要 把 许多 资料 集中 起 来 的 工作 来 说 ， 
来 自 各 方 的 信息 及 鼓励 始终 是 非常 宝贵 的 .所 以 还 基 让 我 履行 
参与 写作 任何 一 本 书 的 各 项 工作 中 景 令 人 高 兴 的 事 , 妈 ,向 玉生 
们 的 宝贵 时 间 惊 慨 奉 吉 给 本 书 的 朋友 们 和 同事 们 表示 我 的 避 
意 , 以 此 来 结束 这 已经 是 过 长 的 序言 吧 .1* 斯 转 东 特 (Ian Slew- 
a), P: 戴 维 斯 (Phij Davyis), DD: 沙 瑞 (Don Saarn), 机, 铬 比 训 
(Martin Shubik)y，A .六 完 避 (Atee Jackson) 和 G: 沫 TT (reg 
Chaitin) 对 本 知 的 内 容 和 风 裕 都 提供 了 想法 和 博学 的 患 告 ., 基 十 
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同样 的 理由 ,我 想起 珀 过 志 的 者 师 、 朋 友和 现在 的 问 事 下: 其 纳 
(Tom Kynem) 单独 无 示 我 特别 的 才 意 .他 件 细 阅 读 了 原始 手稿 的 
每 一 行 并 提出 了 建议 ,使 得 最 后 的 定稿 得 以 改进 ,并 把 我 从 刀 个 
十 足 的 技术 失 着 到 其 他 无 知 和 不 恰当 处 解救 出 来 .对 于 TEX 排 
版 顾问 , 要 感谢 M' 代 利 斯 (Michael Yulis) 和 B: 洪 (Berthold 
Hom). 在 本 书 设计 中 ,专业 图 书 中 心 (Professional Book Cenier) 
的 于 博 伦 十 (ennifer Ballentine) 提 出 了 很 好 的 想法 及 建议 . 

最 后 ,我 要 狗 罗 本 书 的 编辑 下 : 兽 斯 (Emily Loose)}, 她 -- 直 
是 鼓励 和 目光 敏锐 的 缩 辑 源泉 , 正 由 于 此 ,最 终 出 版 的 本 愉 比 我 
所 能 期 望 的 要 好 得 多 ,我 感谢 以 上 上 所 大 的 人 ,也 要 对 不 知 不 常 中 
带 入 最 终 版 本 的 各 种 差错 请 求 宽 想 . 我 抱 茹 地 说 ,这 些 都 只 是 我 
的 责任 ， 


约翰 -L: 卡 斯 带 
圣 塔 菲 学 院 ,新 墨西哥 州 
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第 1 章 极 小 极 大 定理 (对 策 论 ) 


你 死 我 活 的 对 策 


在 日 常 闲谈 中 ,“game( 游 戏 )" 常 被 人 们 认为 仅仅 是 学 童 的 娱 
乐 , 是 一 种 为 逃避 家 庭 作 业 和 钢琴 课 来 消磨 他 们 的 日 子 的 一 种 方 
法 ,多 半 是 玩 诸 如 蒙 眼 扣 人 追逐 游戏 或 者 捉迷藏 之 类 的 游戏 .但 
对 许多 成 人 而 言 ,“game( 对 策 )" 这 一 术语 使 人 想起 在 充满 烟雾 的 
嘿 啡 馆 中 船 身 坐 在 棋盘 前 苗 练 棋艺 的 棋 手 ,或 者 在 间 样 是 充满 烟 
轨 的 董事 会 的 会 议 室 里 的 实业 巨头 的 形象 ,他 们 都 在 拼命 寻求 能 
使 他 们 比 竞争 对 手 处 于 有 利 地 位 的 策略 .后 者 这 些 情 景 ,对 策 的 
结局 取决 于 局 中 人 所 采取 的 策略 ,就 构成 了 我 们 现在 称 为 数学 对 
策 论 的 出 发 点 . 而 使 对 策 论 成 为 一 种 "理论 "的 基本 组 成 部 分 ,不 
是 探索 性 的 论据 ,经 验 法 则 ,趣闻 的 根据 、 荡 诞 故事 的 收集 ,而 是 
极 小 极 大 点 的 概念 ,对 策 中 所 有 局 中 人 的 一 组 最 优 策 略 . 让 我 们 
先 从 一 个 非常 实际 的 例子 开始 来 说 明 一 般 的 概念 . 

1943 年 初 ,新 几内亚 岛 中 的 北 半 部 由 日 本 控制 ,而 间 盟 国 控 
制 了 该 岛 的 南 半 部 .情报 部 门 的 报告 指出 日 本 正 调集 一 支 护卫 
舰队 增援 其 岛 上 的 部 队 . 该 护卫 舰队 可 以 采取 下 列 两 条 航线 中 
的 一 条 :(1) 新 不 列 颐 岛 以 北 , 但 预报 那里 将 有 雨 而 且 能 见 度 很 
差 ,或 (2) 南 部 航线 ,预期 那里 的 天 气 晴 好 . 据 估计 ,不 论 走 哪 条 


久 ”译注 ; 仅 次 于 格陵兰 岛 的 世界 第 二 大 岛 . 


路 绪 者 钊 要 在 一 大国 闲 种. 

根据 收 到 的 这 些 情 报 估 计 , 困 最 国 最 高 统帅 才 克 阿 匡 (Doeu- 
glas MacArthr) 将 在 合 今 辐 盘 国 空 军 三 南 太 平 洋 地 区 司令 肯 尼 
{George C.Kenney) 将 军车 日 本 护卫 舰队 给 子 最 大 可 能 的 打击 . 
此 尼 呆 以 膝 取 把 他 的 大 部 分 侦察 机 派 往 南 线 或 北 线 的 选 蕉 .他 
的 目的 是 要 极 大 化 可 期 望 的 能 素 红 到 该 护 . 工 舰队 的 天 数 , 厅 以 
他 如 计 他 的 伪 察 机 尽 岂 找到 该 护卫 羌 队 . 因此 , 表 尼 有 丙种 选 
择 ;(0 用 季 的 大 区 数 王 察 机 搜索 北 线 , 或 (2) 集中 捷 索 南 线 . 靖 
旭 { 用 对策 论 中 的 水 遂 说 各 是 “支付 ”将 由 能 让 肯 尼 支 配 来 敌 炸 
刘 该 舰队 的 可 则 年 的 天 数 来 度量 ,面临 冯 方 可 令 官 的 攻 的 和 清 涡 
可 以 用 岗 1.1 的 "对 芝 树 "来 表示 , 负 直 | 概 志 了 称 为 停 斯 老 每 距 


;的 情况 . 


图 1 侍 斯 春海 战 航 村 策 树 


《用 专业 术语 来 讲 , 对 策 论 学 家 把 这 类 对 策 树 称 为 对 策 的 扩张 形 
式 .) 

图 1.1 应 按 以 下 方法 读 出 ;从 顶部 结 点 开始 ,日 方 司 今宵 可 
选择 左 分 支 ( 航 行 北 线 ) 或 右 分 支 { 航 行 南 线 ). 这 两 个 分 支 的 登 
一 个 都 引出 一 个 标 为 " 肯 尼 " 的 结 点 , 它 指明 这 些 结 点 是 肯 忆 将 
军 的 决策 点 . 肯 尼 的 选择 或 是 左 分 支 ( 搜 寻 北 线 ) ,或 省 选择 六 分 
支 (搜寻 南 线 7 在座 并 喘 令 官 做 出 他 们 的 选择 之 后 ,在 树 的 矶 底 
部 的 每 个 结 点 的 下 向 列 出 了 一 个 数字 . 如 果 双 方 司 令 宣 的 诡 策 
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刍 才 该 特定 终点 的 证， 这 个 数 子 就 是 肖 尼 能 利用 的 情报 人 饥 汗 虞 ; 
称 的 圳 炸 的 天 数 , 当然 ,可 令 官 实生 于 诗 不 接 几 上 上 建议 的 顺丰 的 
样子 做 出 他 从 的 选择 , 相近 地 .每 个 可 售 月 事 是 在 不 知道 村 .将 
会 坚 样 做 的 情况 下 竺 训 来 池 行 动 . 

显然 在 做 出 他 人 的 块 策 时 , 肯 尼 将 备 和 日 并 可 全 官 所 江 注 
的 串 情 稚 然 相 冯 :十 二 己 煌 军 来 说 什么 事情 是 好 事 , 对 日 方 柯 令 
针 来 说 就 是 由 半生 之 让 然 .因此 .我 们 用 和 妹 大 数 来 衡 王 问 最 
国 的 文体 ,而 把 这 咎 柳生 的 负 值 作为 村 日 大 的 “回报 ”所 专人 论 
哪 一 产 熟 . 另 一方 就 是 输 . 这 就 是 上 所谓 的 " 零 和 局 势 " 的 -- 个 例 
于 , 因 为 对 亲 中 令 记 的 区 全 加 起 来 为 入 

表 汉 莹 个 捧 狼 节 宰 为 简洁 的 方法 是 使 用 所 谢 的 支付 站 阵 ， 
人 它 定 久 了 对 策 的 正规 形式 ,下 向 就 是 你 斯 麦 海战 的 去 舍 距 陡 直 


未 .第 孟 的 行 表 未 直 尼 将 苗 能 采用 的 选择 ,而 征 阵 的 列 代表 日 产 | 


梧 令 官 安排 的 选择 . 按 约 定 ,年 阵 中 的 各 项 是 “ 行 局 中 人 “在 更 在 
这 种 情形 ,就 是 肯 尼 将 车 和 同盟 国 的 二 人 竺 .因为 同盟 国 和 上 万 本 
关注 的 串 情 恰好 在 演 ， 济 局 中 大 末 昌 方 ,的 支付 就 是 这 些 数 字 
的 负 俏 . 参照 轿 开 1 中 所 玉 寺 策 树 ,我 们 看 到 从 树 硕 到 树 虹 部 结 
点 的 得 第 路径 下 徊 掀 数 十 和 这 些 支 付 引 相间 的 ,给 定 这 此 rf 能 
采取 的 行动 方向 和 支付 结构 ,要 决定 的 间 题 是 :应 作出 什么 柱 的 
合理 的 命令 . 


Eh 
航行 北 线 航行 南 线 
搜索 北 钱 2 2 
; 歧 下 
挡 索 南 线 Ll =: EE 


人 性 扫 专 海 战 了 风云 村 定时 
我 们 和 三 相让 肯 尼 椒 莹 要 大人 化 他 能 够 短 烽 志方 的 天 数 . 刀 旨 
他 搜索 北 线 ,不 管 司 万 决 证 航行 直 电 个 方 癌 都 能 保证 育 2 人 的 
芭 炸 时 和 阿 .但 走 如 果 他 搜索 南 线 ,好 果 兵 方 船 共 航行 北 线 . 则 此 
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d= 
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二 


尼 只 能 得 到 一 夫 的 这 炸 时 间 . 但 如 果 日 方 航行 南 线 ,都 么 肯 尼 将 
得 到 3 天 的 季 炸 由 间 . 珊 以 为 避免 一 日 他 查 明理 方 已 决定 做 什 
么 疝 在 任何 遗憾, 肯 尼 应 选择 他 能 轰炸 日 本 舰队 的 最 少 大 数 中 
的 最 大 值 ( 极 大 化 ). 这 意味 着 他 应 搜索 北 线 .由 类 似 的 一 - 申 推 
理 , 日 方 司令 言 的 不 会 感到 造 同 的 选择 是 航行 北 线 , 因 为 这 直 一 
个 使 日 方 船 队 暴露 给 同盟 国 秦 炸 机 的 最 多 天 数 中 的 最 小 值 ( 极 
小 化) 的 决定 . 

从 肯 尼 将 军 租 电 这 司令 所 面临 的 这 种 局 势 的 初等 而 常识 性 
的 分 析 拓 广 一 下 .我 们 得 到 结论 :明白 事理 的 决策 者 将 寻求 能 在 
最 坏处 境 下 给 他 (或 她 ) 最 好 可 能 支付 的 行动 方向 ,也 就 是 , 其 对 
手 采取 他 (或 她 ) 的 最 佳 对 撤 行 动 所 肥 的 最 好 支付 值 . 显然 ,这 导 
致 局 中 人 每 大 前 采取 可以 称 作为 “不 愿 冒 风 险 " 的 决策 :为 了 避 
免 招 致 不 必要 的 输 而 舍弃 可 能 的 赢 的 决策 .现在 让 我 们 来 前 看 
怎样 能 直接 从 对 策 的 支付 矩阵 得 到 这 些 不 愿 补 风 险 .合理 的 行 
动 方向 

铝 起 一 下 伸 斯 麦 海战 的 支付 矩阵 , 行 局 中 人 (同盟 国 ) 想 极 
大 化 其 极 小 的 支付 .所 以 我 们 在 矩阵 的 每 一 行 写 下 极 小 的 表 值 ， 
表示 肯 尼 将 军 能 采取 的 行动 的 支付 .类似 地 , 列 局 中 人 (日 方 司 
令 ) 想 极 小 化 使 他 们 被 暴露 而 受 变 炸 的 最 大 天 数 . 从 而 我 们 写 下 
短 阵 每 列 的 极 大 值 .做 了 这 个 练习 之 后 ,我 们 得 到 如 下 所 示 的 
阵列 : 


日 方 
航行 北 线 航行 南 线 行 极 小 
搜索 北 线 和 2 天 2 天 2 
辣 昌国 搜索 南 线 1 天 3 天 1 
列 概 失 2 3 


按照 我 们 关于 什么 是 构成 一 种 合理 选择 的 不 愿 官 风险 的 概 
念 ,同盟 国 要 求 行 极 小 中 的 最 大 值 ,而 日 方 要 求 列 极 大 中 的 最 小 
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值 . 嗨 ,你 瞧 ! 这 两 个 数字 (在 阵列 中 用 黑体 表示 ) 在 -- 对 决策 : 
同盟 国 搜索 北 线 ,日 方 航行 北 线 处 的 值 是 一 样 的 .这 样 的 行动 组 
合 ,在 该 处 , 行 极 小 中 的 极 大 和 值 (“ 极 大 极 小 ”) 等 于 列 极 大 中 的 轰 
小 值 (* 极 小 极 大 ”) , 称 为 对 策 的 平衡 点 .这 是 因为 由 选择 这 些 行 
为 ,两 个 局 中 人 确保 子 他 人 科 自 己 的 某 种 极 小 支付 一 一 而 不 用 管 
他 们 的 对 手 采 取 什 么 行动 .因此 ,两 个 局 中 人 都 不 会 单方 面 背 离 
他 或 她 的 平衡 决策 .而且 ,一 且 得 知 对 手 的 选择 ,局 中 人 都 外 会 
对 其 决策 感到 遗憾 .因为 双方 都 注意 到 ,考虑 到 他 们 对 手 的 选 
择 , 若 作 不 同 的 选择 ,他 或 她 的 结果 可 能 会 更 坏 . 摘 句 话说 ,在 如 
下 意义 下 平衡 解 是 “防弹 的 "或 稳定 的 , 即 任 一 个 局 中 人 部 能 先 
于 其 对 手 声称 他 或 她 的 选择 在 知道 其 对 手 不 可 能 利用 此 情报 来 
得 到 更 好 的 支付 的 情况 下 是 安全 的 ， 


图 1.2 对 策 论 的 鞍点 


这 类 的 平衡 决策 点 常常 称 之 为 鞍点 .由 于 把 对 策 的 -- 局 的 
支付 z 起 象 为 由 一 个 依 顿 于 称 之 为 x 的 行 局 中 人 作出 的 选择 以 
及 我 们 将 称 之 为 y 的 列 局 中 人 的 次 策 的 数 所 给 出 ,就 产生 了 这 
样 的 命名 . 换 句 语 说 ,支付 是 x 和 y 的 一 个 实 值 消 数 ,我 们 将 记 
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作 afgxz,y) 若 xy 和 etz， yy 都 是 实数 , 则 阔 数 a (rz ，+) 能 由 
图 1.2 所 示 的 三 维 空间 中 的 一 个 曲面 几何 地 表示 出 来 .把 这 个 
曲面 看 和 作 :-… 幅 高 程 图 ,其 中 选择 x 利 y 分 别 是 纬度 和 经度 不 变 
的 直线 ,于 是 ,支付 z 二 (x7) 似 仪 是 这 两 条 线 相交 外 的 调度 
而 已 . 行 局 中 人 想得到 这 个 曲面 上 的 最 高 贬值 ,与 之 回 时 , 列 局 
中 人 人 想得到 最 低 省 的 值 ,所 以 如 果 有 像 疼 中 的 5 那样 的 一 点 ， 
它 同时 是 x 方 回 的 最 高 点 和 * 方 身 的 最 低 点 ,那么 我 们 就 有 看 
起 来 像 图 中 所 下 的 马鞍 形 曲 面 这 样 的 曲 而 .这 就 是 导致 林 语 * 著 
点 "的 这 种 局 势 的 几何 结构 .这 样 一 点 也 常常 称 作 极 小 圾 天 点 . 

在 停 斯 考 海 战 中 ,-- 对 选择 x = 搜索 北 线 和 = 航行 北 线 
恰好 就 是 这 样 - -个 著 点 ,有 趣 的 是 在 实际 的 介 斯 麦 海战 中 ,两 个 
司令 官 确实 采取 了 这 些 决 策 ( 结 果 导 致 了 日 方 的 傣 败 ). 

蒜 点 的 重要 性 承 在 于 它 表 示 了 两 个 局 中 人 的 一 种 决策 .局 
中 人 都 不 能 由 单方 面 背 离 它 而 做 出 改进 ,总 之 ,任何 一 个 局 中 不 
都 能 先 于 男 一 个 局 中 人 人 袜 称 这 样 一 种 选择 并 有 量 不 会 因 这 样 做 而 
造成 任 们 损失 .所 以 ,每 个 局 中 人 的 最 佳 选择 尾 在 鞍点 处 的 决 
策 ,这 称 为 纯 策 咯 对 策 的 一 个 " 解 ”. 这 是 因为 木 沦 对 策 进 行 多 少 
次 ,每 个 局 中 人 的 最 侍 选 撞 总 是 取 他 或 她 的 鞍点 决策 ， 

但 我 们 已 从 几何 上 看 到 鞍点 同时 处 于 支付 曲 闸 的 一 个 方向 
上 的 最 高 点 以 及 男 -- 方 向 上 的 最 低 点 . 利用 支付 矩阵 ,用 代数 术 
语 来 说 ,鞍点 钼 于 行 极 小 的 最 大 和 值 和 列 极 大 的 最 小 值 相 等 的 地 
方 .但 的 确 容 易 想象 有 不 存在 鞍点 的 支付 扬 阵 和 几何 曲面 .在 这 
种 情况 下 ,对 于 一 个 品 中 人 来 说 ,没有 易于 理解 的 方法 可 用 来 避 
免 不 被 碰巧 事先 获悉 该 局 中 人 将 可 做 什么 的 对 手 所 利用 .但 内 
为 总 是 存在 有 关 局 中 人 意图 的 情报 “ 汇 漏 "给 对 手 的 可 能 性 ,在 
这 种 情 涡 下 , 明 自 捉 理 的 局 中 人 应 如 何 继 续 前 进 呢 ? 这 止 是 作 
为 对 策 的 所 有 数学 理论 的 支柱 的 中 心 坷 籽 . 但 在 回答 这 个 阿 题 
之 前 ,让 我 们 暂停 一 下 , 先 来 阐述 一 下 迄今 为 止 我 们 从 俐 斯 麦 硒 
战 这 个 简单 例子 中 学 习 到 的 对 策 论 知识 . 

一 站 PE 


策略 的 对 策 


以 革 给 出 的 牧 声 麦 海战 的 观点 . 怪 管 它 是 实际 局 势 的 - :个 
粗粮 而 过 分 简化 的 描述 ,但 仍 完美 地 说 明了 数学 家 所 思 状 的 "人 策 
略 的 对 策 " 所 社 及 了 是 什么 概念 .归纳 为 基本 原则 ,策略 的 对 策 
由 三 个 相 委 联系 的 部 分 组 成 ; 
全 局 中 人 ; -个 对 策 包 括 最 少 两 个 具有 不 辐 利 益 的 局 中 
人 . 

条 行动 :在 局 的 千 个 阶段 ,局 中 大 从 -一 组 可 能 的 决策 (对 每 
全 局 中 人 通 芝 是 不 辣 的 ) 中 选择 他 们 的 行动 步 枝 . 间 中 人 
常常 慎重 考 虚 - 个 行动 步 铝 ,必须 在 不 知道 共和 他 霹 中 人 


所 采 才 的 行动 的 情况 下 作出 他 们 的 决策 .我 们 还 假定 每 31 


个 局 中 大 只 有 有 限 个 可 能 的 决策 ,虽然 某 些 令 人 感 兴 
和 重要 的 对 策 使 用 了 无 穷 决 策 集 { 例 如 ,一 个 实数 的 问 ). 
看 支 什 : 在 决策 作出 之 后 ,每 个 局 中 人 都 得 到 对 所 有 局 中 人 
按 共 同 单位 度 恒 的 某 种 支付 . 
由 十 术语 的 原 泽 ,if: 我 们 间 意 把 选择 行动 的 -条 规则 称 之 
为 策略 .如果 规则 村 表 过 的 总 是 采取 相 沁 的 行动 ,就 称 之 为 纯 策 
咯 ; 否 则 就 称 之 为 混合 策略 . 对 策 的 一 个 解 只 不 过 是 每 个 局 由 大 
所 采取 的 一 个 策略 , 企 不 会 大 到 遗憾 的 意义 下 它 给 予 每 个 局 中 
人 以 最 好 可 能 的 女 付 . 
这 些 条 件 的 进一步 细 化 发 展 导 致 许多 不 同类 型 的 对 策 , 其 
中 的 某 些 将 在 后 商 予 以 计 论 ,例如 .如 果 对 第 包含 每 个 局 中 太 的 
一 系列 选 拼 ,我 们 就 得 到 所 清史 多 阶段 对 策 或 选 代 对 策 . 乒 们 了 眼 
下 特别 关心 的 是 像 健 基 [去 海战 那样 的 对 策 , 其 中 只 有 上 岗 个 利益 
载 然 相反 的 局 中 人 ,我 们 称 这 种 局 热 为 号 人 零 和 对 策 , 国 为 阔 极 
大 的 局 中 人 的 支付 正好 是 求 极 小 的 局 中 人 得 琳 的 支 什 的 负 值 . 
因此 , 典 个 局 中 人 的 全 部 支付 总 计 为 零 . 我 们 稍为 详细 一 点 突 讲 
om 了 一 


Le 


讲 这 类 对 策 . 
两 人 人 零 和 对 策 


当 我 们 思量 日 常生 活 中 的 对 策 时 ,我 们 通常 会 想到 诸如 性 
别 之 战 .商业 对 策 . 战争 对 策 或 甚至 如 扑克 或 强手 棋 
(Monopoly) 员 之 类 的 事情 . 这 些 对 策 似乎 都 比 刚 概述 过 的 那 类 
策略 的 对 策 远 为 复杂 . 其 复杂 特征 之 “就 是 它们 往往 会 包括 多 
个 局 中 人 .所 以 ,这 看 起 来 似乎 比 做 一 个 只 有 两 个 局 中 人 的 对 策 
方面 的 教学 练习 所 花 的 精力 要 稍 案 : - 些 ,至 少 当 我 们 的 目的 是 
要 使 我 们 的 理论 联系 实际 的 时 候 是 这 样 的 情况 .不 过 ,人 研究 两 人 
零 和 对 策 有 着 实际 的 和 数学 的 理由 . 

首先 ,两 人 对 策 有 着 极 大 的 吸引 力 :当局 中 人 的 利益 截然 相 
反 { 零 各 情况 ) 时 ,这 类 对 策 得 到 了 完全 的 解决 . 这 意味 着 我 们 能 
精确 地 计算 这 类 对 策 中 每 个 局 中 人 的 最 优 策略 应 该 是 什么 . 对 
于 多 人 对 策 的 研究 而 言 , 这 些 解法 给 我 们 以 坚实 的 出 发 点 ,并 提 
供 了 与 更 复杂 局 势 中 的 近似 结果 相 比 较 的 基准 .此 外 ,在 现实 生 
活 中 初 看 起 来 像 是 多 人 对 策 的 许多 局 势能 被 简化 为 两 个 局 中 人 
的 情形 ,例如 ,美国 参议 院 中 像 预算 案 这 种 事情 上 的 政治 冲突 ， 
初 看 起 来 好 像 是 有 100 个 局 中 人 的 对 策 , 其 中 每 个 参议 员 部 要 
对 付 99 个 对 手 , 然 而 ,不 用 很 仔细 地 阅读 每 天 的 报纸 就 可 看 到 
这 种 对 策 常 可 简化 为 两 个 局 中 人 的 情形 :例如 ,自由 派对 保守 
派 , 民 主 党 对 共和 党 ,或 工商 界 与 劳工 的 对 抗 .局 中 人 的 这 类 合 
并 常常 是 实际 局 势 的 一 种 好 的 近似 ,并 使 我 们 能 应 用 两 个 辣 中 
人 情形 的 全 部 数学 方法 ， 

但 是 在 两 人 零 和 对 策 中 国有 的 纯粹 竞争 的 思想 常常 是 个 

名 译注 : 出 2- 人 参加, 按 酸 于 所 据点 数 走 棋 , 以 筹码 币 进 行 房 地 
产 交易 ,以 赢得 多 数 房地产 为 胜 ; 源 出 商标 名 . 


一 上 几 一 


要 人 人 们 很 勉强 接受 的 太 强 的 假设 .而 昌 ,现实 生活 站 在 在 着 太 量 
的 局 势 , 其 中 局 中 八 的 利和 欠 只 基部 分 地 相 扣 ,但 即使 对 这 些 及 请 
的 多 人 合作 对 策 ,我 们 们 然 龙 借鉴 来 犁 两 个 局 中 人 情形 的 不 裔 经 
验 和 理论 知识 .例如 ,和 企 本 章 后 面 我 们 将 详细 考虑 的 著名 的 内 犯 
两 蕉 对 策 就 导 伍 对 在 诸 旭 上 轨 级 中 声音 征 砍 客 , 政 苔 家 寻求 选 先 ， 
或 动物 竞争 食物 邦 洋 - -开始 只 有 竞 音 者 的 群体 中 合作 行为 处 样 
能 发 展 起 米 的 许多 润 察 初 -- 看 ,这 类 局 盆 喜 现 为 包括 有 有 许 杀 局 
中 人 的 筷 执 .然而 ,结果 是 面 对 竞 争 具 的 总 的 局 势 的 很 多 午餐 特 
性 可 通过 东 虚 一 对 相生 作 几 来 把 握 信 .因为 很 少 有 -个 或 更 多 的 
竞争 背 问 时 相 革 对 峰 的 情形 ,这 将 转 而 导 敏 一 系列 卫 人 对 策 ， 

所 到 记 住 这 些 旧 法 ,我 们 回 到 基本 的 全 人 困惑 的 问题 : 且 上 
事理 的 局 中 人 如 何在 没有 鞍点 的 两 人 零 和 对 策 中 进行 活动 呢 ? 
让 我 们 通过 再 次 考虑 一 个 在 美国 独立 战争 时 期 (1775 一 -4783) 出 
现 和 的 有 点 过 于 简化 的 牢 捉 态势 这 样 的 对 策 问题 . 


康 科 德军 火 库 对 策 


英国 人 决定 要 进攻 在 康 笠 德 的 美国 军火 库 .同时 闫 国情 
报 部 门 截获 了 这 个 重要 情报 ,但 是 美国 并 不 知道 英国 将 走 哪 条 
路 线 : 走 陆路 还 是 走 海 路 . 不 幸 的 是 ,美国 的 军力 要 同时 抵御 两 
条 路 线 的 进犯 ,力量 是 太 小 了 ,因此 美国 最 高 指挥 部 必须 选择 其 
中 的 这 条 或 男 一 条 路 线 来 防御 . 

而 事实 的 真正 去 害 是 ,英国 人 的 弹药 不 足 . 所 以 如 果 两 军 相 
允 , 英 国人 将 撒 退 .但 如 果 炎 军 不 相遇 ,英国 人 将 占领 于 药 库 并 
获得 大 量 弹 药 的 控制 . 如 果 发 生 了 这 种 情况 .双方 都 必须 对 英国 


中 ”译注 美国 马蜂 活塞 州 东部 城镇 . 为 美国 独立 起 争 的 始 发 地 
之 一 . 


[19， 
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知 的 商 六 返回 路 线 上 伏击 ,或 进兵 军火 库 首 全 即 在 军火 库 进 长 
英国 . 辐 样 ,英国 人 人 或 可 以 选择 立即 在 天 撤离 守 火 库 或 车 到 夜 
间 再 从 军火 库 撤 退 . 这些 不 同 的 可 能 性 导 和 至 每 - 方 能 采取 品种 
不 同 的 行动 应 缀 ,分 别 标记 A- 1 ,4- 开 ,…,B- 放 .BB-B .< 表示 
美方 的 选择 ,B 表示 英 方 的 选择 : 
和 [ = 陆 屠 生生 ) 绑 听信 市 ， 上 上 = 其 源 上 来 ,站 后 立即 篱 寻 ， 
A- 且 = 陆 熙 防御 , 伟 后 过 攻 ， 下 人 = 县 海上 来 ,上 站 后 等 到 全 和 ， 
A- 中 = 直上 防 竺 , 鳅 司 世 击 ， HBH- 用 = 从 对 路 来 ,从 后 立即 两 丑 . 
起 -= 海上 时 利 , 扫 和 司 入 项 ， B- = 从 陆路 尖 , 岩 后 等 到 充 晶 ， 
更 作 我 们 来 考 卉 去 付 . 要 指出 的 第 … 点 是 两 军 的 利益 生 埠 
然 相反 的 .因此 ,康利 德军 火 库 对 策 是 一 :个 两 个 局 中 人 人 的 零 和 对 
策 一 一 就 如 同 伯 斯 才 海 战 那样 .所 以 我 们 就 任意 地 商定 度 秆 美 
方 的 支付 ,英国 人 在 每 种 情形 中 得 到 的 支付 为 美方 支付 的 负 值 . 
国 为 英国 人 的 弹药 不 足 ,如 果 两 军 相遇 则 优势 属于 美方 .如 
果 美 片 采 取 行 动 A- 了 或 A- 卫 ,而 英 方 以 B- 轩 或 BR 响应 就 会 
发 生 正 而 遭遇 , 如 果 美 六 选择 A- 且 或 A- ,向 英 方 选择 B- 1 或 
B- 卫 ,也 将 出 现下 和 面 齐 这, 这 四 种 组 合 中 的 任 一 种 对 美方 都 ;由 
最 好 可 能 的 结果 ,所 以 邓 每 一 对 这 样 的 选择 我 们 都 给 它 个 上 情 :加 
说 ,2 点 的 支付 .对 于 害 阵 中 其 余 的 表 值 我 们 说 明 如 下 . 如 果 英 
国人 白天 痪 到 伏击 ,他 们 将 被 歼 严 一 一 这 对 美方 恰恰 是 好 的 这 
发 生 在 行动 对 (4A-[ ,B- 开 ) 或 (4A- 阳 ,B- 自 ?上 .所 以 在 这 样 的 情 
形 中 美方 又 得 到 2 点 的 记分 ,但 是 如 果 在 夜间 英国 人 人 通 到 伏击 ， 
他 们 就 能 克服 困难 后 到 达 目 的 地 ,并 给 美方 以 0 点 支付 . 这 此 就 
是 (A- 工 ,B- 卫 ) 和 (A- 风 ,B-NY) 的 行动 对 .现在 如 果 美 方 进 攻 军 
火 库 而 英国 人 已 撒 离 , 即 选 择 (A- 上 ,B-]) 和 (A-K ,B-) .美方 
也 得 分 0 点 .但 若 美 方 进攻 并 发 现 英国 人 在 等 竺 夜间 撤退 ,双方 
都 将 蒙受 惨重 损失 而 美方 只 得 到 1 点 .这 些 决 策 相 应 于 行 坏 对 
(A- 芷 .B- 开 ) 和 (A-i ,8B-R .把 所 有 这 些 信息 放 在 一 起 ,我 们 就 
能 写 下 交付 矩 阵 中 的 有 关 表 值 如 下 : 


BH- fF- 了 | -BD 
海路 海路 陆路 陆路 
立即 走 。” 等 到 夜间 立 员 走 ”等 到 夜间 


美国 
起 - 陆路. 忧 击 2 0 2 2 
A- 陆路、 进攻 0 1 2 2 
A- 了 海路、 伏击 2 2 2 0 
A- 葡 海路、 进攻 2 2 0 ! 


粗略 地 审视 -~ 于 支付 第 阵 就 能 发 现 得 行 的 最 小 值 是 0 这样 
一 个 事实 ;内 此 ,这 些 极 小 中 的 裤 天 就 是 0. 另 -方面 , 侍 列 中 的 最 
大 值 是 2, 这 样 就 得 人 到 这 些 板 大 中 的 极 小 就 是 2. 极 大 极 小 点 利 极 
小 极 大 点 是 不 一 致 的 ;就 这 个 对 策 而 言 没 有 鞍点 .结果 是 ,美方 和 
英 方 司令 宣 都 没有 他 们 可 以 采取 的 清晰 地 “防弹 的 "行动 步 
骤 一 一 其 至 事先 疝 具 对 年 宣布 一 一 一 旦 获悉 其 敌手 的 行动 时 也 
不 会 留 严 重 遗 念 的 风险 行动 步骤 . 简 训 之 , 康 科 德 军火 库 对 策 在 
纯 策 略 意义 下 无 解 , 喇 令 宫 中 的 一 人 过 早 地 泪 露 他 的 特定 行动 步 
轰 就 会 导致 他 将 失去 如 果 他 不 洒 圳 的话 不 必 放 弃 的 点 数 .例如 ， 
在 没有 有 关 提 前 知道 英 方 计划 的 情报 的 情况 下 .A-[ 或 A- 山 看 起 
来 对 美方 有 利 , 因 为 除了 英 方 的 一 个 选择 外 ,每 一 个 都 给 出 2 点 
的 最 大 支付 .但 是 如 时 美方 梧 令 宫 事先 知道 (或 许 通过 像 内 森 : 黑 
尔 氏 这 样 的 间谍 的 报告 得 知 ) 英 方 将 走 海 路 .并 等 待 到 夜间 撤 视 
(行动 B- 上 D ,他 当然 就 会 避免 采取 行动 A-1, 因 为 相对 于 英 方 的 这 
个 特定 选择 ,这 全 行动 给 予 美 方 前 令 官 的 是 最 小 支付 (同时 又 是 


最 大 的 遗憾 ) .事实 十 ,如 打 英 方 事先 宜 称 BL 为 其 HH 的 ,行动 A-[ Lj 


人 洋 注 : Nathan tale ,1755.6.6 ~ 1776.9.22, 甘 国名 说 战 按时 期 的 车 
官 ,在 侦察 英 御 时 爬 捕 物料 . 绸 业 于 联 前 大 学 (1773). 


-一 了 了 -一 一 


就 是 美方 司令 官 最 坏 的 可 能 选择 ,所 以 ,这 里 我 们 就 有 了 一 个 在 
纯 筑 略 意 义 下 无 和解 的 对 策 的 例子 ;对 每 - -并 而 言 ,不 管 男 -- 广 选 
择 做 什么 部 不 存在 可 采取 的 最 好 行动 . 简 记 之 ,不 存在 鞍点 . 

在 这 样 的 对 策 站 ,我们 是 己 感 党 刘 的 情况 类 似 于 很 和 以 前 
试 岁 求 解 方程 x* + 1 = 0 该 方程 无 实数 解 ) 的 方程 论 研究 省 所 
面临 的 情况 . 这 个 内 难 的 历史 性 解决 是 创造 了 一 种 新 的 数 的 概 
念 , 即 ,复数 , 件 复 数 条 人 站-… 切 都 恢复 正常 .可 以 理解 .在 对 策 沦 
中 也 是 这 样 ,解决 我 们 可 称 之 为 "无 节点 两难 问题 "的 出 路 就 是 
要 创造 我 们 试 为 合理 的 行为 意味 着 什么 的 新 概念 . 

我 们 书 看 到 , 如果 对 策 有 -一 个 鞍点 .每 一 方 都 能 事先 宜 在 他 
们 的 行动 ,而 且 无 论 怎 样 都 不 会 艺 及 他 们 获得 最 好 可 能 的 支付 . 
所 以 事先 知道 你 的 对 于 将 要 做 什么 的 信息 无 助 于 增加 你 的 收 
入 一 一 当然 要 假设 你 和 你 的 对 手 都 是 合理 地 行动 的 .但 是 在 不 
存在 坑 点 的 情形 ,所 有 可 寄予 希望 的 事 都 不 再 有 效 , 因 为 那 时 我 
们 已 经 失掉 了 关于 “合理 "意味 着 什么 的 概念 .结果 十 要 再 现 这 
类 “对 泄露 情报 具有 的 作 疫 性 "的 方法 就 是 以 如 下 方式 行动 :在 
你 没有 伍 之 前 你 甚至 不 知道 自己 将 要 去 仇 什 么 ! 尽管 初 一 看 ， 
这 听 趣 来 也 许 有 点 自 相 矛盾 ,特别 是 就 我 们 按 惯 例 把 什么 看 作 
是 构成 “合理 的 行为 "而 言 是 如 此 ,下 一 节 我 们 将 证 明 这 种 “没有 
知识 的 权威 意见 可 以 翻译 为 一 种 最 优 策 略 概念 的 可 行 的 推广 ， 
得 且 是 一 种 将 导致 无 鞍点 两 难 问 题 的 解决 的 推广 . 


让 他 们 去 猜 吧 


在 鲍 博 ' 巡 伦 志 的 歌曲 “ 鲍 博 ' 迪 伦 的 第 115 个 梦 " 中 ,他 说 
到 已 从 米 狱 中 逃 出 ,然后 必须 决定 是 否 萤 返回 监狱 帮助 他 的 朋 


人 D 详 注 ， Bob Dylan.1941.5.24 ~ ,美国 歌星 和 作曲 家 .其 歌曲 以 声 
新 的 文学 歌词 在 流行 音乐 中 独树一帜 . 


友 或 听任 朋友 们 的 命运 安排 ,自己 胰 船 扬帆 而 去 .在 葡 曲 中 ,他 计 迫 
一 校 硬币 ,在 这 两 种 可 能 凰 中 作出 决定 . 鲍 博 ' 迪 伦 的 决策 程序 可 用 
来 极 好 地 闹 明 在 友 鞍 点 对 策 中 支配 如 何 选 树 行动 的 步骤 的 原则 . 

在 这 种 对 策 中 .出 于 前 面 概述 过 的 原因 .局 中 大 拒 他 们 的 选 
择 对 其 对 手 保密 是 玉 关 重要 的 .有 什么 使 你 的 决策 保密 比 随机 
选择 你 的 决策 更 好 的 方法 呢 ! 这 种 方法 的 特点 是 直到 由 诸 姑 轮 
盘 周 轮子 的 旋转 ,或 者 鳄 博 ' 迪 伦 的 厂 币 抛 斑 的 某 种 承 机 化 机 制 
实际 上 发 出 命令 作出 尘 择 之 前 ,局 中 人 自己 玫 还 不 知道 他 们 将 
要 采取 全 么 行动 . 当然 ,通常 会 是 这 样 一 种 情况 , 即 某 些 选择 看 
起 来 比 其 他 选择 更 有 吸引 力 . 所 以 并 非 所 有 可 能 的 行动 都 给 以 
同等 的 权重 ;于 是 ,为 做 出 选择 所 需要 的 是 -个 偏重 的 硬币 或 才 
是 某 些 带 权重 的 拱 于 .因此 ,我 们 正在 把 局 中 人 的 策略 看 作 是 由 
规定 了 由 这 种 随机 化 机 制 上 所 选择 的 任何 特定 行动 的 可 能 性 的 -一 
组 概率 给 出 的 . 

当然 ,如 果 行 动 是 随机 选择 的 ,说 它 有 --- 个 确定 的 支付 就 不 此 
有 意义 .现在 局 中 人 最 好 是 把 由 使 用 某 一 策略 得 到 期 望 支 付 看 件 是 
应 用 该 策略 所 得 到 的 和 8! 报 的 度量 ,其 中 期 望 值 是 由 考虑 所 皮 的 本 利 
用 的 不 同行 动 的 相对 可 能 性 来 计算 的 - 为 牢 牢 记 住 这 些 概念 ,这 时 
有 一 个 能 阐明 无 著 点 对 策 中 的 最 佳 局 的 熟悉 的 儿童 游戏 . 


石头 一 剪刀 一 纸 对 策 


这 是 一 个 有 了 两 个 局 中 人 的 对 策 ,这 两 个 局 中 人 分 别称 为 马 
克 西 米利 定 (Maximilian) 利 米 涅 瓦 (Minera (以 下 就 简称 为 Max 
和 Min) ,他 们 必须 同时 在 以 下 三 个 上 十 能 的 选择 中 选 -个 : 石 浆 ， 
纸 或 剪刀 .这 种 对 抗 的 结果 由 下 列 虎 则 给 出 : 

1. 纸 世 住 右 关 ， 

2. 五 头 粉碎 藤 刀 . 

3. 竟 刀 前 开 纸 . 
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假设 有 1 个 单位 的 支付 给 赢 彰 ,石头 一 纸 一 前 刀 对 策 的 支 
条 卸 阵 直 下 列 降 列 给 欠 让 . 


Min 

纸 剪刀 石头 
级 0 -| 1 

Max Ls | 0 | 
石 法 -1 1 0) 


我 们 首先 要 指出 Max 赢得 的 就 是 Min 输 掉 的 ,反之 亦 然 . 折 以 
这 是 -- 个 零 和 对 策 . 其 次 , 行 极 小 ( - 1) 的 极 大 值 不 等 于 列 极 大 
(+ 了) 的 极 小 值 ; 因 此 ,对 策 设 有 鞍点 . 这 就 意味 着 如 果 Max“ 偷 看 "， 
他 就 能 获得 超过 Min 的 好 处 ,因为 他 能 出 筋 万 对 纸 .石头 对 前 几 , 以 
及 纸 对 召 头 ,因此 总 是 获胜 ,因此 ,如 果 两 个 竞争 者 都城 实地 对 局 ， 
那么 每 个 人 都 必须 以 随机 的 方式 从 这 二 个 可 能 的 选择 中 独立 地 选 
树 -- 个 ,又 由 于 支付 售 阵 的 结构 ,关于 这 三 种 选择 是 完全 无 偏 的 ,办 
此 没有 先 验 的 奉 由 来 偏爱 某 个 选择 甚 绊 其 他 选择 . 因此 ,Max 和 
Min 两 人 都 将 以 相等 的 频率 ,每 个 为 地 ,从 二 个 选项 中 作出 选择 . 结 
果 是 9 个 可 能 的 组 合 : 纸 纸 , 纸 剪刀 ,………, 石头 石头 中 的 每 一 个 部 将 
的 可 HH 现 于 用 二 Wu 和 Min 两 人 的 二 


3(0-1+1+1+0-1-1+1+0)=0. (x) 
现在 假设 Min 继续 以 每 个 频率 为 村 的 方式 在 纸 .剪刀 和 石 
关中 来 选择 ,但 Max 却 改 变 他 的 频率 为 纸 = 村 , 瘟 刀 = 以 及 厂 
= 二. 现存 Max 的 平均 结果 或 期 望 结果 为 :正如 结果 所 表明 
的 这 也 是 Win 的 期 望 结果 
(xx0) + ( 3 LD) Lt) 


A 


TO 


(3x3x1)+l x 二 x0] +( xd x (~ 1)) + 


3 2 3 
人 x FX (一 1)) + (二 x 忆 x 中 +( 读 x 本 x0] =0. 


事实 上 ,对 于 Max 折 选 的 这 三 种 可 能 选择 的 任何 可 能 性 而 
言 ,Max 也 将 恰好 得 到 柯 样 的 结果 .从 这 个 事实 ,我 们 得 出 结论 : 
就 Min 的 等 可 能 性 瀑 合 策略 而 言 ,Max 不 可 能 改善 其 平均 收益 . 
所 以 具有 等 可 能 性 选择 的 混合 策略 是 这 个 对 策 的 一 个 平衡 点 . 
在 同样 的 意义 下 , 极 小 极 太 点 是 具有 鞍点 的 对 策 的 -- -个 平衡 点 ， 
因此 ,使 用 随机 化 其 选 怪 的 策略 ,Max 和 Min 每 一 人 都 能 宣布 他 
成 她 对 好 … 大 的 策略 不 必 有 顾及 对 手 能 利用 此 信息 来 得 到 他 或 她 
自己 的 更 大 的 平均 支付 . 
现在 出 现 的 问题 如 下 : 
参 对 任何 两 人 堆 和 对 策 , 我 们 怎么 知道 最 优 混 人 台 策 略 是 存 
在 的 ? 我 们 已 看 到 这 样 一 个 策略 在 石头 一 纸 一 剪刀 对 策 
中 是 存在 的 .但 是 也 许 这 是 因为 该 对 策 有 茶 些 特殊 性 ,市 
-- 般 说 来 ,不 存在 这 种 最 优 混 侣 策略 . 
鲁 如 果 这 种 最 优 混合 策略 的 确 齐 在 ,我 们 怎样 计算 它们 呢 ? 
对 于 石 潜 一 纸 一 - 醉 刀 对 策 的 支付 矩阵 的 对 称 结构 ,强烈 地 
暗示 对 每 个 局 中 人 要 做 的 “正确 "事情 是 混 人 台 具 有 等 可 能 
性 的 纸 .剪刀 和 右 头 的 选择 .但 如 果 支 付 偏爱 某 些 行 动 甚 
于 其 他 行动 .合乎 情理 的 是 按 以 下 事实 来 挑选 最 优 策略 ， 
倾向 于 更 频繁 地 以 这 些 涡 支付 行动 的 频率 侧 不 是 不 那么 
恼 爱 的 行动 来 对 局 .所 以 , 当 有 了 -- 个 特定 的 支付 算 阵 时 ， 
我 们 怎样 计算 对 木 同 的 选择 加 权 的 最 好 方式 昵 ? 
这 些 正 是 冯 . 诺 傅 受 们 在 1928 年 发 表 的 著名 的 极 小 极 大 定 
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DD 译注 ， Jehn ,on Neumanmn ,1903.12.3- 1957.2.8, 美 国 数学 宁 ,出 
生 于 匈牙利 ,对 量 闻 物理 .数学 逻 畦 .气象 学 和 和 高速 计算 机 的 发 展 郁 在 重 
太 页 献 ;关于 对 策 的 数学 理论 对 经 六 学 骸 有 影响 . 
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理 ( 对 策 的 数学 理论 的 关键 结果 ) 回 答 的 问题 . 该 定理 断言 对 每 
个 两 人 零 和 对 策 每 个 局 中 人 都 有 -个 最 优 混合 策略 . 


极 小 极 大 定理 


让 我 们 简要 地 看 看 为 什么 极 小 极 大 定理 是 如 此 的 重要 .如 
果 一 个 对 策 有 像 在 伸 斯 考 海 战 中 那样 的 较 点 ,那么 每 个 局 中 人 
要 作 件 么 的 选择 是 清楚 的 :采取 导致 鞍点 的 行动 . 这 确保 了 徊 个 
局 中 人 的 最 好 可 能 的 支付 , 假 诞 每 人 都 按 他 或 她 自己 自 秘 的 最 
大 利益 来 行动 . 而 且 ,每 个 局 中 人 都 能 事先 袜 布 他 或 她 的 数 点 决 
策 ,不 必 顾 及 对 了 手 能 利用 此 信息 以 获得 更 好 的 支付 ,但 这 些 性 质 
是 在 鞍点 处 极 大 极 小 等 于 极 小 极 大 这 一 事实 的 推论 .如 果 对 策 
没有 鞍点 ,那么 这 些 性 质 和 失去 了 ,从 而 我 们 要 面 对 的 是 对 每 个 局 
中 大 而 并 不 存在 明显 的 最 优 方法 . 

极 小 极 大 定理 向 我 们 展示 了 在 没有 鞍点 的 对 策 中 怎样 重建 
合理 的 行动 步 又 的 概念 , 极 小 极 大 定理 表明 重新 把 握 住 合理 性 
的 方法 是 利用 随机 化 局 中 人 在 所 有 可 能 的 行动 中 的 选择 的 第 
上 略 .如 果 局 中 人 人 这样 去 做 的 话 , 极 小 极 大 定理 保证 对 每 个 局 中 人 
存在 -… 组 概率 ,使 得 每 个 人 都 对 他 或 她 的 行动 按 这 些 概 率 加 权 ， 
那么 他 或 她 每 人 都 将 得 到 同样 的 平均 支付 一 一 并 号 如 果 对 于 是 
合理 地 对 局 的 话 , 这 也 将 是 每 人 能 期 望 得 到 的 最 优 支付 . 最后， 
局 中 人 能 事先 透露 他 们 的 概率 集合 而 决 不 会 以 任何 方式 损 告 他 
们 自己 的 利益 .让 我 们 用 较 长 的 篇 幅 来 察看 一 下 20 世纪 数学 的 
这 个 主要 成 果 . 

紧 眼 法 国 数学 家 E: 波 菜 尔 D 关 于 两 人 涩 和 对 策 的 1921 年 


人 译 广 : Emile Borel,1871,1.7~ 1956.2.3, 创 立 了 点 集 测度 的 第 --- 
个 有 效 理 论 , 与 法 国 的 上 R: 见 尔 和 H: 勒 贝 格 一 起 下 创 了 实 变 函 数 的 现代 理 
论 . 


的 工作 ,其 中 能 供 局 由 大 支配 的 行动 不 多 于 4 个 ( 即 , 纯 策 略 )、 
策 梅 洛 号 猜想 对 于 每 个 局 中 人 而 言 , 诺 存在 能 给 他 们 双方 以 阿 
样 期 望 支 付 的 混合 策略 ,而且 与 每 个 局 中 人 能 利用 的 行动 妆 门 
无 关 . 并 日 , 策 梅 洛 上 韦 称 这 个 公共 收益 是 支配 着 对 策 论 学 家 所 春 
味 的 “合理 对 局 "的 不 厌 慎 风险 准则 下 局 中 人 能 希望 得 到 的 般 娃 
的 收益 . 

我 们 电 就 知道 .对 于 有 鞍点 对 策 的 情形 ,这 一 定居 必要 的 ， 
而 二 在 这 种 情形 中 两 个 局 中 大 有 导致 公共 支付 的 最 住 纯 生 路. 
用 对 策 论 的 行 岳 来 咒 , 这 个 公共 支付 通常 称 之 为 对 策 的 值 . 仁 对 
于 无 鞍点 的 对 策 而 寺 . 无 论 从 几何 或 代数 方面 都 不 是 如 此 简单 
和 清晰 的 了 .直到 1928 年 , 汉 ' 诺 盆 电 遂 过 给 出 -个 无 懈 可 中 的 
数学 证 明确 认 了 策 梅 阁 铺 想 的 正确 性 ,从 而 把 整个 对 策 沦 的 研 
究 曾 于 竖 实 的 革 础 之 上 . 齐 这 之 前 这 些 问 题 始终 没有 者 清楚 .内 
为 极 小 极 大 定理 构成 了 许多 对 策 药 数学 理论 理 以 建立 的 基 咒 ， 
我 们 将 用 儿 节 来 详细 地 描述 这 “和 定理. 

向 : 诺 全 地 的 极 小 投 大 定理 做 出 很 强 的 断言 . 即 对 等 个 刁 引 
人 和 而 言 总 存在 至 少 -个 混合 策略 ,这样 就 使 得 当 他 们 用 这 些 策 
栈 时 ,每 个 局 中 人 的 洗 均 过 付 是 同样 的 .而 昌 , 若 他 或 她 的 旭 玫 
是 合理 地 对 局 鬼话. 这 个 平均 支付 总 每 个 局 中 人 就 能 指 肩 得 色 
的 最 好 的 收益 .以 下 是 这 个 重要 结果 的 比较 止 式 的 陈述 : 


板 小 极 大 定理 ”对 于 每 个 两 人 零 和 对 策 , 对 每 个 局 中 人 而 
言 都 存在 一 个 混 会 策略 使 得 当局 中 人 使 用 这 些 策略 时 双方 的 期 
望 支 什 有 相同 的 值 了. 击 生 ,1 也 是 每 个 局 中 人 能 指望 从 对 策 的 
一 局 中 得 到 的 鞭 优 支付 ;因此 ,这 些 混 合 策 略 是 两 个 局 中 人 所 用 
的 最 优 策略 . 

人 详 注 ; Emal Friedrich Ferdinand zermelo.1871.7.27 ~ 1953.5.2f, 
社 图 数学 家 , 主 归 山 献 是 集 谷 沦 基础 . 
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这 个 定理 所 意味 的 就 是 对 每 个 局 中 人 存在 一 组 概率 ,使 得 
如 果 他 们 按照 这 些 概 率 对 他 们 的 行动 加 权 的 话 ,他 们 每 个 人 者 
恰好 收 到 同样 的 平均 收益 以 实际 上 ,因为 邓 策 是 零 和 的 ,对 极 
小 化 的 局 中 人 来 痪 期 望 支付 是 - 让). 

我 们 可 以 通过 青 次 考虑 前 面 给 出 的 吾 涉 一 纸 一 前 刀 对 策 来 
阐明 这 个 结果 . 这 里 我 们 声称 (无需 证 明 !) 每 个 局 中 人 的 最 优 混 
合 策 轿 是 对 纸 .剪刀 和 石头 这 三 种 选择 赋 以 相同 的 权 . 使 用 这 些 
概率 ,我 科 求 出 每 个 局 中 人 的 平均 支付 为 了 上 = 0. 治 ' 诺 伊 吕 结果 
的 困难 部 分 是 证 明 没 有 --- 个 局 中 人 能 通过 偏离 由 极 小 极 大 策略 
规定 的 概率 来 得 到 较 好 的 期 望 支付 ,这 是 我 们 在 右 头 一 剪 咱 一 
纸 对 策 中 通过 直接 计算 证 明 的 事实 .十 分 邻 人 关注 的 是 为 了 证 
明报 小 极 大 定理 , 冯 ' 诺 伊 曼 必 须 对 早先 由 布 劳 威 尔 上 建立 的 不 
动 点 结果 ( 见 第 2 章 ) 发 展 一 个 重要 的 推广 , 想 要 了 解 这 些 细节 
的 读者 请 查阅 文献 日 录 中 为 本 章 列 出 的 资料 . 

所 汶 正 如 引进 复数 重建 了 任何 多 项 式 方 程 的 可 解 性 ,与 极 
小 极 大 定理 紧密 桶 联 的 混合 策略 的 概念 通过 确保 平衡 点 存在 性 
而 重建 了 任何 两 人 零 和 对 策 的 可 解 性 一 一 但 现在 是 在 混合 策略 
过 间 中 而 不 是 在 纯 策 略 空间 中 .通过 把 我 们 所 指 的 策略 的 概念 
从 单个 的 行动 步骤 ( 纯 策略 ) 推 广 为 在 所 有 可 能 行动 上 的 随机 化 
(混合 策略 ), 汉 - 诺 伊 曼 成 功 地 建立 了 合理 选 样 的 梓 在 性 , 即 局 
中 人 都 能 事先 宣布 其 策略 而 不 给 他 或 她 的 对 手 丝 毫 好 处 ;也 没 
有 局 中 人 能 通过 单方 面 背离 最 优 混合 策略 而 改善 其 收益 . 无 性 
平 后 来 汉 : 诺 伊 曼 会 说 "就 我 所 知道 的 ,没有 那个 定理 …… 就 不 
可 能 有 对 策 论 …… 我 认为 直到 ' 极 小 极 大 定理 ’ 被 证 明之 前 没有 
什么 东西 是 值得 发 表 的 "现在 让 我 们 来 看 一 个 表明 混合 策略 在 


由 ”有 译注: Luitzen Egherlus Jan Brouwer,E881.2.27 ~ 1966 -12 .2 ,让 2 
数学 家 ,创立 了 数学 中 的 近代 直觉 主义 { 一 种 认为 作为 思维 构造 的 数学 的 
本 质 是 有 不 言 自明 的 规律 所 支配 的 学 说 ) .他 的 研究 完全 转变 了 拓扑 学 ， 


起 作用 的 简单 例子 . 
战斗 机 各 炸 机 


在 第 二 次 世界 大 战 中 ,战斗 机 改行 员 通 常 是 从 阳光 方 癌 罕 
然 倚 冲 回 训 炸 机 来 攻击 他 们 的 ,这 是 一 种 称 为 “阳光 下 的 野 富 
人 "策略 的 手段 .但 当 每 架 飞 机 应 用 此 策略 时 , 砂 炸 机 飞行 员 就 
只 要 戴 上 他 们 的 太阳 镜 并 目不转睛 地 上 轩 着 太阳 寻找 成 斗 机 . 因 
此 就 出 现 了 从 下 面 经 直 向 上 攻击 的 第 二 个 策略 . 当 研 斗 机 未 被 
发 现时 ,这 种 办 法 证 明 是 很 有 效 的 ,但 如 打 战 斗 机 飞行 员 被 发 现 
了 , 那 对 他 来 说 总 是 致命 的 ,因为 当 飞 机 趾 高 时 总 比 飞 机 术 部 时 
要 慢 很 多 .因为 这 个 策略 儿 乎 与 日 本 神 风 突击 队员 (Kamikaze 让 
的 长 击 风格 截然 相反 ,我 们 给 它 标 名 为 “Ezak-hnak “策略 
人 《天 amikaze "的 倒 拼 人 7) ,所 以 更 在 我 们 就 有 了 一 个 战斗 机 飞行 
员 和 夷 炸 机 机 组 人 员 之 阿 的 两 人 零 和 对 策 ,战斗 机 或 能 使 用 阳 
光 下 的 对 蛮 人 策略 ,或 Ezak-lmak 策略 ,与 之 同时 , 膏 炸 机 机 组 
人 员 能 通过 枪 炮 手 的 炮塔 或 仰视 或 俯视 .如 果 我 们 同意 把 在 - 
次 单独 作战 任务 中 位 在 下 来 的 机 会 作为 对 战斗 机 飞行 昌 的 支付 
的 度量 的 话 ,那么 我 们 就 可 以 用 由 以 下 的 支付 矩阵 中 给 出 的 典 


型 的 幸存 概率 来 描述 对 策 理 论 局 势 : 
故 业 机 机 组 人 员 
仙 视 。 俯视 
战斗 机 飞行 员 阳光 下 的 各 绕 人 0 1 


这 显然 是 一 个 没有 惑 点 的 对 策 (为 什么 ?)， 所 以 不 存在 即 


DD 译注; Kamikaze 为 第 二 次 世界 大 战 期 问 日 本 空 衬 敢死队 ,队员 
驾驶 装载 炸弹 的 飞机 挤 击 宇 舰 等 目标 ,与 之 问 归 于 尽 . 
久 译注: 皮 神 起 罕 击 队员 式 的 策略 , 进 跑 向 上 疏 高 之 意 - 
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使 其 对 手 但 知 了 对 方 选择 的 消息 后 也 污 法 利用 的 战斗 机 飞行 员 
和 尼 炸 机 机 组 人 员 能 选择 的 纯 策 略 . 作为 检 代 ， 观 方 都 必须 混 
会 他 们 的 行动 ， 有 时 这 样 行动 ， 有 时 及 那样 行动 他 们 必须 在 
任 一 给 定 的 出 击 中 从 对 他 们 可 利用 的 各 种 可 能 的 行动 中 随机 地 
选择 -个 行动 ， 当 然 ， 这 并 不 意味 着 要 采取 的 选择 具有 相等 的 
可 能 性 .战斗 可 飞行 员 的 支付 表明 阳光 下 的 野 变 人 策略 几 插 总 
是 成 切 的 ， 同 时 Hzak-imak 策略 是 二 分 冒险 的 ， 因 为 如 果 秘 炸 
机 机 组 大 员 碰 巧 正好 是 入 视 的 话 ， 那 么 它 就 必死 无 疑 ， 硕 此， 
直觉 使 人 联想 到 在 阳 论 下 的 野 这 人 和 Ezak-Imak 之 间 的 最 优 访 
合 将 强烈 地 俩 爱 前 老 ， 只 是 为 了 使 忒 炸 机 机 组 人 员 公 平 合理 地 
按 坷 则 进行 ， 战 站 机 飞行 员 才 偶尔 选择 有 风险 的 Rzak-Imag 行 
动 . 用 后 砷 我 们 将 时 计 沦 的 方法 ， 将 证 明 的 结果 为 ， 战 于 机 蕊 
行 员 的 最 佳 混 合 策略 是 在 每 21 次 出 击 中 使 用 阳光 下 的 野营 人 
策略 20 次 . 

战斗 机 飞行 遇 电 以 这 样 来 执行 这 个 策略 , 即 把 20 个 往 球 和 
1 个 墨 款 放 在 -- 个 门 袋 里 并 摊 动 它们 . 然后 在 每 葡 战斗 任务 之 
前 他 从 黎 中 取出 一 -个 球 , 白 球 意味 着 背 向 太阳 (得 光 下 的 野 宣 人 
策略 ) 册 击 , 黑 球 告 时 飞行 员 了 大 下 方 进 行 必 击 . 结 果 表 明 对 码 诈 
机 机 组 人 员 而 言 ,人 视 和 俯视 之 间 的 最 优 江 合 是 在 21 次 中 的 傅 
锡 20 次 .重要 的 是 有 要 注意 这 些 比例 是 在 平均 意义 上 应 用 的 ,所 
以 ,例如 ,对 于 释 炸 机 机 组 人 员 的 策略 并 不 意味 善 如 果 他 们 已 仿 
视 过 了 20 次 ,这 次 他 们 就 应 是 仰视 了 .战斗 机 飞行 员 和 务 炸 机 
机 组 人 员 观 方 在 开始 每 次 改行 之前 ,他 们 等 大 都 从 袋 中 选 . :个 
球 , 然 后 按 他 们 拿 知 的 球 的 颜色 所 下 的 命令 行动 . 

几 下 节 的 方法 ,战斗 机 飞行 员 和 过 炸 机 柑 组 信人 员 的 这 些 湛 
合 策略 导致 的 期 望 的 安全 水 平 为 0.9524, 稍 高 于 总 是 遵循 陡 才 
下 的 野 局 人 策略 的 战斗 机 飞行 员 的 肯定 安全 水 平 0.95. 当然 ， 
为 获得 这 个 称 高 的 幸 在 下 来 的 期 望 水 平 , 战 斗 机 飞行 员 必 须 接 
受 由 于 战斗 机 飞行 员 和 和 谓 炸 机 机 组 人 员 双 方 同时 拿 到 黑 球 和 而 必 


死 无 疑 的 吕 能 性 (其 概率 是 1 x 去 ~0.0023). 现 在 我 们 来 看 一 


下 这 些 数 是 怎么 来 的 . 
计算 最 优 混合 策略 


这 里 我 们 只 考 虚 一 个 局 中 人 或 男 一 个 局 中 天 (但 不 必 是 双 
方 ) 至 多 有 两 个 可 利用 的 行动 ( 即 ,两 个 纯 策 略 ) 的 对 策 . 计 算 局 
中 人 双方 都 有 协 个 以 上 纯 策 赂 的 一 般 情 形 的 最 优 混合 策略 的 方 
法 比 我 们 能 在 这 里 描述 的 方法 要 稍微 复杂 一 些 , 对 于 - 般 情 形 
的 细节 ,读者 可 以 查阅 文献 目录 中 引用 的 交 献 . 

为 了 解 这 些 比 较 简 单 的 对 策 的 最 优 混合 策略 的 计算 中 人 也 盒 
了 什么 内 容 ,我 们 来 看 - -下 局 中 人 A 有 两 个 纯 策略 ,而 局 中 人 B 
有 二 个 纯 策 略 的 一 个 对 策 的 下 列 支 付 矩阵 : 


点 ~- 上 0 3 

局 中 人 各 9 

A 1 

假定 局 中 人 人 的 最 优 混合 策略 基 以 采用 策略 A- 上 对 六 的 

次 数 所 占 的 部 分 为 x ,而 以 1-x 用 态 - [对 局 ,局 中 人 人 A 对抗 
局 中 入 BB 的 三 个 策略 的 期 望 支 付 或 平均 蕊 付 为 : 


Ox+ ll- x)=1l—x 对 抗 策略 B- 1， 
1 对 抗 策略 B- 工 ，(*) 
六 < 十 zl -- = 于 -于 对 抗 策略 及 -和 届 . 


通过 画 出 作为 局 中 人 运用 策略 A -上 的 次 数 所 占 部 知 这 
个 起 x 的 图 数 . 即 称 个 期 望 支付 函数 的 图 形 米 图 示 这 些 结 果 是 
有 启发 性 的 .表示 这 些 期 望 支付 的 每 条 曲线 怡 好 是 如 图 1.3 中 
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所 示 的 一 条 直线 , 对 于 x* 的 每 个 值 ,在 该 点 处 直线 的 高 度 代表 
了 局 中 大 和 选择 &- 芋 所 十 次 数 的 部 分 为 x 及 选择 上- 工 折 占 
次 数 的 部 分 为 1 - x 时 局 中 人 A 对抗 局 中 人 人 B 的 三 个 策略 的 支 
人 |， 


BU 5 
3/4 人 E 5 
1 .72 1 .72 
& 的 支付 
0 x [ 


图 1.3 对 策 的 图 形 解 


局 中 人 人 各 甘心 的 是 对 每 个 可 以 选 到 的 * 的 每 个 训 能 值 , 他 
或 她 能 得 到 的 最 小 支付 . 从 几何 上 说 ,这 个 最 小 期 望 支 付 是 在 三 
条 直线 在 x 的 每 个 值 处 的 最 低 点 上 .因此 局 中 人 A 力图 选择 
x ,使 得 其 最 小 支 什 尽 可 能 大 . 换 句 话说 ,A 将 寻找 x 值 使 之 相 
应 于 三 条 直线 的 最 低 点 中 的 最 高 点 .这 出 现在 极 大 极 小 点 处 , 即 
在 图 中 的 x = 0 处 .这 相应 于 三 条 线 的 下 包 络 上 的 最 高 点 P ,路 
离 PO 表示 先前 我 们 用 上 了 来 表示 的 对 策 的 值 ,而 虐 离 * = 00 表 
示 局 中 人 应 使 用 策略 A - 工 以 便 得 到 这 个 最 优 期 望 支付 所 十 
的 次 数 的 部 分 .当然 ,此 离 1-x=1-00 则 表 孙 局 中 人 庶 使 
用 策 酷 和 A- [所 占 次 数 的 部 分 . 

注意 以 下 一 点 是 重 玻 的 ; 表示 策略 B -三 的 直线 整 条 都 处 
在 三 条 策略 线 的 下 包 络 移 上 面 . 这 意味 着 对 于 局 中 人 B 而 言 ， 
纯 策 略 B - 下 是 不 值得 考虑 的 ,因为 运用 此 策略 对 抗 局 中 人 上 
的 最 优 混合 策略 将 导致 局 中 人 了 的 支付 不 会 好 于 运用 另 耸 两 
种 策略 的 某 种 组 合 所 能 达到 的 支付 . 对 于 局 中 人 B 这 是 不 好 


的 ,局 中 人 B 是 极 小 化 的 局 中 人 人 ,因此 他 要 得 到 最 小 串 能 的 文 


付 ,而 不 是 最 大 的 交付 ,所 以 ,局 中 人 B 可 从 不 考虑 策略 有 -出 
{这 从 以 下 的 事实 来 看 是 显而易见 的 :局 中 人 人 B 的 最 忧 温 全 策 
酷 中 ,该 策略 出 现 的 概率 为 零 ). 

从 对 策 的 几 合 表示 看 到 极 大 极 小 点 通常 只 位 于 局 中 人 BB 
的 策略 线 中 两 条 线 的 交点 处 是 相当 明显 的 ,因为 三 条 或 多 条 线 
交 于 单 -~ 点 处 是 一 组 非常 特殊 的 情形 .但 假设 图 1.3 中 B- 著 
线 下 移 并 使 之 通过 点 了 .这 时 , 策 酷 B- 于 仍然 不 是 局 中 人 B 的 
最 优 混合 策略 之 一 ,因为 使 用 该 策略 木 能 给 局 中 人 RB 带 来 比 使 
用 纯 策 略 B- 1 和- 几 组 合 更 多 的 利益 . 当然 ,如 果 直 线 BE- 
亚 再 往 直 降 . 极 大 极 小 点 宏 成 B- 工 和 下 -下 的 记 点 ,这 时 就 不 
考 虚 策 栈 8B- 1 了 .这 种 情形 完全 是 普遍 的 ;局 中 人 A 的 极 头 极 
小 点 将 总 是 位 于 局 中 人 B 的 两 个 纯 策 略 线 的 交点 处 . 这 使 我 们 
能 把 局 中 人 双方 的 最 优 混合 策略 的 计算 减少 为 一 个 2x2 对 策 
的 最 优 混合 策略 的 计算 . 

我 们 通常 要 的 是 比 从 图 1.3 展示 的 图 形 解 中 读 出 更 精确 的 
对 策 的 解 .计算 两 个 后 中 人 精确 的 混合 策略 的 方法 是 利用 早先 
指出 过 的 对 策 理 论 的 论据 , 即 当 局 中 人 A 使 用 最 优 混合 策略 对 
抗 纯 策 略 B- 工 或 8- 耳 中 时 ,局 中 人 A 必须 收 到 恰好 同样 的 
期 诠 收 益 , 上 即 , 我 们 上 所谓 的 对 策 的 值 . 在 行头 一 纸 一 剪刀 对 策 中 
有 过 这 种 例子 ,其 中 Max 使 用 任 一 混 台 策略 得 到 的 都 是 同样 的 
平均 收益 一 -恰好 是 只 要 Min 继续 运用 她 的 最 优 混合 策略 的 平 
均 收益 .从 前 面 给 的 上 方程‘ * ) ,我 们 知道 局 中 大 A 对 抗 纯 策 梧 
B- 工 和 B-E 的 两 个 期 望 支付 是 

E( 对 抗 B- I 了)=1-x， 


FE( 对 抗 B- 1) = 方 + 广 x. 


令 这 两 个 表达 式 相等 ,得 到 * = .把 这 个 值 代入 到 上 面 关系 式 
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中 的 任 一 个 都 得 到 对 策 的 值 为 Y= 计 . 因 此 ,局 中 人 A 的 最 优 混 
合 策略 是 用 策略 A - ] 对 局 的 次 数 占 立 ,而 用 A - 卫 对 局 占 余 
下 的 次 数 守 . 洒 循 这 个 策略 ,局 中 人 A 将 得 到 立 的 期 望 支 付 
类 似 的 论证 可 以 证 明 局 中 人 B 的 最 优 混合 策略 由 以 B- 工 对 局 
的 次 数 占 地 ,和 以 B- 开 对 局 的 次 数 占 也 组 成 , 决 不 采用 策略 
B - 加 .用 这 样 的 混合 容易 算得 局 中 人 B 将 得 到 的 期 望 支付 为 
- 访 一 一 正好 是 我 们 预期 的 一 个 零 和 对 策 的 结果 . 


对 策 论 一 一 一 种 分 类 法 


按照 凯 撤 的 看 法 ,把 全 部 高 卢 划分 为 三 部 分 .在 对 策 的 数学 
理论 中 我 们 可 以 做 一 个 类 似 的 划分 .首先 ,最 经 典 的 ,发 展 得 最 
好 的 部 分 是 迄今 为 止 我 们 一 直 在 讨论 的 零 和 对 策 这 样 类 型 的 对 
策 . 就 如 我 们 已 经 知道 的 ,有 一 个 什么 是 构成 这 类 对 策 的 一 个 解 
的 清晰 的 概念 , 即 来 自 极 小 极 大 定理 的 瀑 合 策略 . 这 个 解 不 但 是 
唯一 的 而 且 有 无 法 估量 的 吸引 力 , 即 它 提供 了 “合理 行动 " 煞 念 
的 数学 表示 ,这 个 概念 至 少 和 我 们 在 日 常生 活 中 对 术语 “合理 ” 
的 理解 的 一 种 解释 一 致 , 即 我 们 在 会 话 中 描述 成 “ 怀 着 最 好 的 愿 
望 , 司 最 坏 的 准备 " ,这 一 关于 合理 性 的 观点 

从 数学 的 观点 看 , 极 小 极 大 定理 基本 上 完成 了 零 和 对 策 的 研 
究 , 提 供 了 与 这 种 对 抗 的 完善 的 行动 理论 相 类 似 的 基 种 东西 . 当然 ， 
真正 实施 最 优 混合 策略 的 实际 问题 -一 -或 甚至 为 了 检验 局 势 的 假 
设 一 一 可 能 是 值得 注意 的 问题 .然而 关于 已 经 解决 的 问题 那 是 没 什 
么 神秘 可 言 了 一 -不 过 对 于 对 策 论 其余 的 分 支 来 说 情况 就 不 是 这 
样 的 了 .为 了 完全 起 见 ,我 们 依次 简要 地 考虑 一 下 另外 两 个 分 支 . 

1994 年 ,在 诺 贝 尔 奖 九 十 三 年 的 历史 中 ,第 一 次 把 诺 贝 尔 


奖金 授予 只 是 在 纯 数 学 领域 所 做 的 研究 工作 : 诺 册 尔 经济 学 : 纪 
念 蜂 由 普林斯顿 数学 家 纳什 忠生 哈 撤 尼 (John Harsanyi; 及 
R: 赛 尔 腾 {Reinhard Sellen) 分 享 ,由 于 他 们 在 对 策 论 中 开创 性 的 
工作 而 获奖 -大致 说 来 ,纳什 所 做 的 研究 工作 就 是 证 明了 一 条 定 
理 , 该 定理 把 极 小 极 大 定型 推广 到 有 了 商 个 或 更 多 个 直接 竞争 的 
局 车 大 的 非 堆 和 对 策 一 ~- 所谓 的 章 合 作对 策 的 情形 . 为 理解 纲 
什 的 成 就 ,让 我 们 重新 盖 察 一 下 对 策 的 解 的 概念 . 

考虑 被 大 化 局 中 人 面临 的 局 势 . 假 迭 局 中 人 考察 了 每 个 局 利 
用 的 纯 策 略 , 挑 出 使 用 该 策略 对 抗 他 或 她 的 对 手 的 每 一 个 纯利 略 
所 能 得 到 所 有 支付 中 的 最 小 支付 . 然后 被 太 斤 局 中 人 选 定 给 出 这 
些 极 小 时 能 支付 中 的 极 大 值 的 策 路 . 这 就 是 我 们 所 谓 的 极 太 化 极 
小 匡 略 .完全 类 位 的 论证 导 至 极 小 化 局 中 人 的 规 小 雍 板 大 策略 . 
把 这 两 个 策略 合 起 来 就 称 为 对 筑 的 策略 的 极 小 极 天 对 ， 

现在 我 们 再 来 春 - 一 下 策略 的 平衡 对 的 概念 .这 不 过 是- 对 
策略 ,使 得 局 中 人 单方 面 彰 离 他 或 她 的 平衡 对 中 的 平 窗 策略 , 比 
不 背离 该 策略 所 得 到 的 期 望 支付 要 差 . 极 小 极 大 定理 的 .个 重 
槛 推论 就 是 策略 的 这 两 个 相当 不 间 的 概念 在 均 和 对 策 的 情形 中 
是 一 致 的 :平衡 对 就 是 极 小 极 太 对 ,反之 亦 然 ,但 是 当 对 策 是 非 
舍 和 对 策 时 ,它们 就 不 是 - 致 的 了 . Nash 定理 讨论 了 这 种 拟 势 . 
以 下 是 他 的 结果 的 -一 种 非 正式 的 陈 人 述 ， 


纳什 定理 每 个 局 中 人 有 有 限 个 纯 策略 的 任 一 n 人 非 合 
作对 策 ( 零 和 或 非 礁 和 ) 至 少 有 一 个 策略 平衡 组 . 


我 们 要 强调 这 个 结果 的 三 个 方面 :(1) 在 如 下 意义 下 它 扒 洛 
丁 极 小 极 大 定 再 , 革 它 建立 了 零 和 以 太 非 堆 和 对 策 平衡 解 的 站 


中 ”译注 : John Nash,1928 年 生 , 美国 数学 家 .可 参看 John Milnor， 
“John Nash 效 诺 贝尔 奖 ”,《 数 学 泽 林 ,vy ,15 (1996},no.3,， 236 ~ 245. 
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在 性 ;{2) 它 证 明了 可 能 有 一 个 以 上 的 平衡 解 ;{3) 它 推广 了 人 惠 任 
和 何 有 限 个 局 中 大 的 情形 .顺便 提 一 多 ,第 二 点 在 试图 把 各 种 可 能 
的 纳什 平衡 点 和 看 起 来 .一 点 也 不 像 我 们 在 日 常生 活 中 考 虞 的 
“合理 "的 行为 的 事情 相 协 调 一 致 时 带 来 了 巨大 的 困难 .我 将 把 
关于 平衡 点 策略 这 方面 或 其 他 方面 的 更 详细 的 讨论 留待 读者 去 
查阅 文献 目录 中 列 出 的 材料 . 

纳什 的 上 述 结果 是 有 关 非 合作 对 策 的 . 但 是 就 像 我们 马上 就 会 
看 到 的 那样 ,如 果 局 中 人 同意 合作 一 一 至 少 部 分 地 合作 一 一 而 不 
是 互相 残杀 的 话 ,那么 局 中 人 就 可 能 都 有 所 收益 . 这 就 导致 了 合作 
对 策 的 思想 ,其 中 为 了 改善 他 们 各 自 的 支付 ,局 中 人 可 能 形成 不 同 
的 联合 ,或 者 ,或许 给 其 他 局 中 人 以 旁 支 付 以 影响 他 们 的 行动 ， 

从 寻求 这 种 nx 人 合作 对 策 的 完全 令 人 满意 的 解 的 概念 的 
情况 来 说 是 膀 腊 不 明 的 .由 将: 诺 愉 曼 和 摩根 斯 顿 了 的 先 虹 性 工 
作 开 始 , 以 及 由 M' 舒 比 克 (Martin Shub 让 ).1L: 沙 普 利 Cloyd 
Shapley) 太 其 他 人 继续 的 ,贯彻 始终 的 ,认真 的 努力 ,对 这 类 对 
策 发 展 了 许多 关于 解 概念 一 一 平衡 点 集 .对 策 的 核心 和 沙 普 利 
值 ,这 里 仅 列 举 几 个 而 已 .其 中 某 些 ( 如 沙 普 利 值 ) 是 唯一 的 ,而 
像 对 策 的 核心 那样 其 他 的 就 不 是 唯一 的 了 ,到 目前 为 止 ,还 没有 
一 个 解 的 这 些 方法 能 万 得 对 策 论 学 界 的 一 致意 卸 , 认为 当 译 少 
某 种 程度 的 合作 是 允许 的 时 候 , 它 构成 对 策 中 就 局 中 人 方面 的 
表征 “合理 "行动 的 完全 令 人 满意 的 方法 .但 是 ,在 和 像 本 书 邦 样 的 
介绍 性 的 图 书 中 蔓 去 探究 这 些 事情 就 离 题 太 还 了 ,所 以 ,我 把 它 
留 给 读者 去 研究 文献 目录 中 列 出 的 材料 中 这 些 不 同 的 问题 . 现 
在 让 我 们 辕 来 考虑 当局 中 人 的 总 支付 不 是 霍 和 时 的 两 人 对 策 ， 

极 小 极 大 定理 适用 于 恰 有 两 个 局 中 人 而 县 不论 局 中 人 选择 
什么 样 的 行动 ,双方 的 总 支付 是 零 这 样 的 对 策 .这 两 个 性 质 的 好 


由 ”译注 : Dakar Morgenstem,1902.1.24~ 1977.7.265, 德 国 出 生 的 美 
国 经 济 学 家 ， 


处 在 于 对 两 个 局 中 人 的 利益 是 截然 相反 的 情形 ,我 们 有 - -个 纯 
竞争 的 对 策 , 它 允许 我 们 定义 导致 关于 每 个 局 中 人 应 如 和 何 作出 
反应 的 一 -个 唯 -- .确切 的 规则 的 合理 行为 的 清晰 的 数学 概念 . 

车 允许 对 策 中 有 两 个 以 上 局 中 人 人 以 及 (或者) 假定 一 个 局 中 
人 赢得 的 不 必 等 于 男 - 一 局 中 人 人 输 掉 的 支付 结构 ,这 将 把 我 们 带 
到 更 接近 实际 生活 中 运用 的 对 策 类 型 .不 素 的 是 ,一 般 说 总 是 如 
下 的 情况 , 当 你 请 靠 近 班 实 世界 的 令 估 难 办 的 情况 时 ,你 就 合 远 
离 程式 和 结构 化 的 数学 世界 .对 策 论 也 不 例外 .通过 由 容许 这 些 
新 的 特征 加 进 对 策 中 去 .我 们 揭示 了 在 局 中 人 间 至 少 有 部 分 合 
作 的 可 能 性 .从 数学 检点 看 ,这 造成 了 众多 的 困难 ,因为 .,-: 般 
说 ,在 这 种 局 势 中 相手 可 能 就 明白 种 理 的 局 中 人 人 应 如 何 表 现 提 
供 清 晰 的 数学 论证 ,实际 上 二 ,甚至 不 再 可 能 与 我 们 关于 这 种 局 涩 
所 意味 的 “合理 "的 行为 相 一 致 .但 这 并 不 表示 什么 事 也 不 能 司 
了 .事实 上 ,过 去 $0 年 左右 的 时 间 里 已 作出 了 丐 天 的 努力 ,就 我 
们 谈 及 的 这 类 对 策 试 图 提出 一 个 条 理 清 楚 的 理论 框架 , 少 部 分 
在 前 面 已 梳 述 过 .所 以 ,在 本 章 余 下 的 各 节 中 ,我 们 将 通过 察看 
阐明 合作 相对 于 竟 争 行为 的 有 皂 大 阴 引 力 一 一 而 且 是 机 敏 一 -一 
的 某 些 方面 来 榨 究 - - 些 这 样 的 推广 . 

我 们 首先 来 着 虑 改变 对 策 的 支付 结构 使 得 允许 一 个 局 中 入 
的 赢得 不 等 于 男 - 一 个 局 中 人 的 输 掉 这 样 的 收益 所 产 牛 的 影响 . 
这 种 篇 单 的 改变 揭示 了 有 时 候 局 牛人 通过 合作 而 不 是 竞争 的 收 
痊 将 会 更 好 的 可 能 性 . . 


胆小鬼 
一 个 善 各 的 对 策 ,其 基本 原理 至 少 可 以 追 潮 到 远 至 十 希腊 
时 代 中 ,这 个 对 策 包 括 两 个 彼此 在 一 个 相 撞 的 过 程 上 开车 向 前 的 


人 ”译注 : 公元 前 1200 - 公元 前 800. 


司机 .每 人 都 有 通过 突然 转向 一 边 而 避免 相 撞 (CC) 成 为 "胆小鬼 ” 
的 选择 ,或 选择 继续 朝 黎 命 的 相 撞 方 向 开 去 (D) .如果 两 个 司机 都 
是 胆小鬼 ,他们 每 人 都 将 免 于 一 死 并 收 到 3 全 单位 的 支付 . 但 如 
果 一 个 司机 ” 因 胆 小 而 转向 了 ”而 另 一 个 可 机 继续 往 前 开 , 亏 么 胆 
小 鬼 丢 了 面子 (得 没 丢 掉 他 或 她 的 性 命 ) ,而 “勇敢 的 "司机 说 得 了 
显赫 的 胜利 .在 这 种 情形 中 ,胆小鬼 收 到 2 个 单位 ,而 另 一 个 司机 
收 到 4 点 .最 后 ,如 果 他 们 双方 继续 向 毁灭 性 的 相 拉 方向 开 去 ,他 
们 每 人 都 可 收 到 1 个 单位 死神 的 酬劳 .读者 如 末 是 在 ;950 年 代 
达到 成 年 年 龄 的 话 将 会 认 出 这 就 是 尼古拉斯 * 雷 少 导演 的 风靡 一 
时 的 电影 《 现 故 的 反 闫 》 中 由 迪 安 名 对 抗 他 的 中 学 复仇 者 布 北 
(Buzz) 所 玩 的 对 策 . 仅 有 的 不 同 是 在 影片 中 汽车 是 向 悬崖 开 去 ， 
获胜 的 词 机 是 在 他 的 车 越过 悬 炭 之 前 最 后 从 汽车 中 跳出 来 . 
胆小鬼 对 策 的 支付 在 下 面 的 乍 阵 中 列 出 ,为 了 尊重 对 策 的 好 
葬 坞 版 本 ,我 们 把 局 中 人 称 为 琼 波 (Jimbo) 和 布 兹 .每 一 对 支付 中 
的 第 一 项 是 琼 波 的 ,而 第 二 项 是 布 兹 收 到 的 点 数 . 
布 兹 
C Dp 
C (3,3] (2,4) 
琼 波 
p (4,2] (1,1) 
我 们 要 指出 的 第 一 点 是 对 所 有 可 能 的 选择 而 言 ,支付 的 和 
不 是 同样 的 常数 .这 样 ,对 于 考虑 放弃 纯 竞 争 的 .要 使 对 手 致命 


中 译注 ; Nichnlas Ray,1911.8.7~1979.6.15, 美 国电 影 编剧 和 了 孚 演 . 
从 影 时 痰 国正 在 探索 腐败 现象 ,他 导演 《孤独 的 地 方 交 1950) 和 指 锯 中 产 阶 
级 家 庭 中 青少年 犯罪 问题 的 《无 故 的 反叛 3(1955) 等 ,提出 青少年 犯罪 是 整 
个 社会 的 问题 , 椒 忆 限于 并 蔡 人 家 ， 

全 译注: James Byron Dean,193].2.8~1955.9. 队 ,美国 电影 演 吕 .以 
扮演 50 年 代 性 感 、 急躁 ,空想 的 青年 典型 而 受到 崇拜 . 


的 态度 代 之 以 合作 的 -一 一 至 少 是 部 分 合作 的 局 中 人 可 能 是 有 利 


的 .此 让 我 们 马上 会 看 到 在 这 全 对 策 中 对 任 一 局 中 人 都 没有 支 
配 策 略 .这 就 意味 着 对 任 一 局 中 人 没有 单个 的 行动 步 又 能 给 出 
最 大 的 支付 而 不 必 感 及 另 一 局 中 人 所 采 有 版 的 决策 .所 以 ,例如 ， 
我 们 看 到 如 果 布 兹 采用 停留 在 相 擅 路 线 上 的 致命 策略 , 则 对 谅 
波 而 言 采 取 内 如 策略 C 是 最 佳 的 .但 如 果 布 兹 他 自己 决定 选择 
刀 来 闪避 ,那么 采取 人 就 不 是 像 P 那样 好 了 .所 以 内 避 并 道路 
的 决策 对 玉 波 而 襄 不 是 支配 决策 .类 似 的 论证 可 用 于 对 两 位 司 
机 都 六 避 或 都 继续 在 相 撞 路 线 上 上 开 的 纯 策 略 .所 以 在 胆 小 绝对 
策 中 的 任 一 个 局 中 人 都 没有 支配 策略 . 

为 分 析 司 机 应 做 些 什 么 ， 证 我 们 首先 从 琼 波 的 立场 来 看 村 
策 . 他 可 以 争辩 如 下 : “如 果 我 闪避 ， 那 么 我 的 极 小 支付 是 2 
个 单位 ， 而 车 我 笔直 往 前 开 ， 那么 我 的 极 小 收益 是 1， 因 此 到 
这 两 个 可 能 值 的 极 大 ， 我 的 合理 行动 是 选择 C 并 闪避 开 .” 由 
布 兹 方面 的 一 个 类 似 分 析 导 致 同样 的 结论 ， 因 此 ， 对 双方 司 珊 
都 因 “ 胆 小 而 闪避 ”的 两 个 结 时 的 极 小 机 大 策 略 一 一 如 果 不 屁 
布 效 抓 化 了 在 车 门 把 手 处 他 的 外 套 的 袖子 ， 国 此 在 汽车 越过 上 基 
崖 之 前 当 他 还 试图 跳出 去 而 未 能 或 功 的话 ， 那 影片 中 真 要 发 皇 
什么 事 了 . 这 里 要 注意 采取 背离 因 胆 小 而 闪 洲 的 策略 的 司机 怎 
样 能 从 中 得 益 ， 以 及 这 样 佑 的话， 始终 会 给 另 一 个 司机 带 来 败 
由 于 这 种 背离 而 造成 的 不 利 影响 ， 所 以 不 仅 是 缘 离 者 伤害 了 另 
一 位 局 中 人 ， 也 把 自己 和 田 一 个 局 中 人 和 置 于 他 们 可 能 会 有 的 朴 
惨 结 局 的 境地 . 

现在 从 平衡 策略 的 立场 上 来 看 一 下 这 个 对 策 . 如 果 布 北 和 
琼 波 选 择 了 行动 对 (C,D) 或 (D,C) 中 的 任 -个 ,那么 考察 -下 
其 支付 就 清楚 没有 局 中 人 会 有 单方 面 离开 该 选择 的 动 栅 . 因 此， 
平衡 策略 不 同 于 极 小 模 大 策略 一 一 不 像 两 人 零 和 对 策 中 的 
情形 . 

胆小鬼 对 策 有 其 独特 的 特征 , 即 不 可 能 逃避 与 坚持 要 进行 
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对 局 的 人 对 局 的 ,因为 拒绝 对 局 从 效果 上 看 和 进行 对 局 并 且 输 
掉 是 一 样 的 ,此 外 ,成 功 地 作出 危险 的 D 选择 许诺 的 局 中 人 总 
是 在 损害 另 一 个 局 中 人 的 情形 下 取胜 的 ,假定 这 男 一 个 局 中 人 
是 理 管 的 .所 以 一 个 具有 重 若 ,不顾 后 果 名 声 的 局 中 人 在 租 小 克 
对 策 中 确实 比 仅 仅 是 理智 的 局 中 人 享有 优势 .也 许 这 就 引起 了 
许多 学 者 对 这 类 不 合理 的 说 得 策略 的 反感 ,因为 多 数 教授 类 型 
的 代表 性 人 物 看 米 很 为 他 们 自己 虐 是 不 愿 冒 风 险 又 是 极端 理智 
的 男人 和 女人 而 感到 骄 例 ,对 于 参与 胆小鬼 对 策 的 这 些 人 来 说 
是 一 种 不 愉快 的 失败 的 组 合 . 如 果 朋 小 鬼 对 策 进 行 多 次 这 就 变 
得 特别 合理 ,因为 得 到 时 先 的 好 处 的 局 申 人 在 以 后 通常 能 保持 
《甚至 增加 ) 这 种 好 处 .这 种 局 中 人 一 且 成 功 地 利用 了 对 手 , 这 个 
局 中 人 就 有 信心 在 将 来 能 离 并 这 种 冒险 的 策略 ,同时 又 使 他 或 
她 的 对 手 更 害怕 背离 遵 愤 的 极 小 极 大 方案 . 

为 说 明 支 配 胆小鬼 对 策 支付 结构 和 决策 分 析 并 非 出 于 学 术 
上 的 好 奇 心 ,现在 我 们 来 察看 一 个 现实 生活 中 的 局 势 , 在 这 种 局 
势 中 ,世界 领袖 们 面 对 闭 和 胆 小 抵 对 策 所 展示 的 同样 类 型 的 选 
择 和 支付 结构 . 


古巴 导弹 危机 


毫 无 疑问 ,本 世纪 超级 大 国之 间 最 危险 的 对 抗 发 生 于 
1962 年 10 月 ， 苏 联 企图 把 带 核弹 头 的 导弹 布置 在 古巴 。 当 约 
翰 ' 肯 尼 迪 (John F. Kennedy) 总 统 于 10 月 14 日 确认 了 这 些 
导弹 的 存在 性 时 ， 他 召集 了 一 个 所 谓 的 高 朗 官 员 执 行 委员 会 来 
决定 美国 的 行动 步骤， 考 虚 几 种 方案 之 后 ， 执 行 委 员 会 把 选择 
缩小 为 两 个 : 海军 封锁 或 空袭 . 同样 ， 苏 联 总 理 尼 基 塔 ' 赫 鲁 
晓 夫 也 有 两 个 可 供 他 利用 的 选择 : 撤 出 导弹 或 留 下 导 阐 .用 对 
策 论 的 术语 ， 我 们 可 以 用 下 列 支 付 矩阵 来 概括 肯尼迪 和 赫 鲁 晓 
夫 所 面临 的 局 势 : 


苏联 
撤 出 维持 


封锁 (3,3) (2,4) 
《 爱 协 ) 《苏联 胜利 》 
英国 
空 获 {4,2) {1,1) 
(美国 胜利 ( 核 战争 ) 


这 里 在 每 个 支 全 中 的 第 一 项 是 美国 选 拌 的 行动 的 优先 排 
序 ,而 第 二 项 是 苏联 的 排序 ,其 中 4 是 最 好 ,3 则 次 之 ,等 等 ， 
由 于 这 些 排 序 ,古巴 导弹 危机 具有 和 和 胆小鬼 对 策 同样 的 支付 
结构 . 而 且 , 大 内 数 人 对 这 个 危机 的 基本 看 法 确实 是 两 个 超级 
大 国 在 “ 相 撞 路 钱 " 上 . 正如 现在 每 个 人 者 知道 的 那样 ,真正 末 
取 的 决策 是 封锁 和 撤 出 ,结果 导致 一 种 解 正 了 所 谓 的 古巴 导 291 
弹 危 机 的 妥协 .所 以 ,虽然 在 某 种 意义 下 ,使 苏联 从 吉 巴 撤 册 
了 他 们 的 导弹 ,美国 “ 赢 了 "对 策 ,苏联 也 得 到 了 肯尼迪 总 统 不 
入 侵 吉 巴 的 许诺 ,表明 了 和 钨 机 的 最 终 解决 实际 上 是 各 种 类 型 
的 一 个 妥协 . 

不 音 而 喻 ,我 相伴 在 支付 矩阵 中 给 出 的 策略 选择 和 优先 
排序 提供 的 只 是 由 现在 著名 的 “十 月 中 的 13 天 "所 详尽 披露 
的 古巴 导弹 危机 本 身 的 一 -个 轮廓 性 的 概括 , 首先 ,双方 考虑 的 
选择 都 要 比 矩 阵 中 列 出 的 两 种 可 能 选择 要 多 ,也 要 考虑 每 种 
选择 的 几 穆 变化 .例如 , 苏 屿 要 求 从 土耳其 撤 出 美国 的 导弹 ， 
一 个 美方 不 予 还 趴 的 要 求 .此 外 ,在 支付 更 阵 中 给 定 的 似乎 有 
理 的 结果 可 能 根本 不 是 完全 “可 信 ” 的 .为 说 明 这 至 关 重 要 的 
一 点 ,考虑 美国 空袭 和 苏联 撤 出 这 个 组 合 .虽然 我 们 对 这 种 组 
合 已 标 以 美国 胜利 ,但 完全 可 能 出 现 以 下 的 情况 :苏联 把 空袭 
他 们 的 导弹 看 成 是 威 腑 了 他 们 的 国家 利益 .因而 这 样 的 行动 


[30 


br 


组 合 很 容易 以 一 场 核 战 争 而 告终 ,这 给 出 了 与 空 费 和 维持 这 
样 的 决策 对 同样 的 值 .此 外 ,即使 苏联 以 撤 出 他 们 的 导弹 来 应 
答 封锁 ,如 果 封 锁 没 有 达到 其 目的 的 话 ,美国 还 会 声称 有 可能 
要 把 冲突 升级 到 至 少 一 次 空袭 . 这 就 暗示 不 能 认为 甘 锁 的 决 
策 是 最 后 的 方法 .即使 在 作出 封锁 决定 后 ,美国 认为 仍然 可 利 
用 其 各 种 策略 选择 


混合 动机 对 策 


胆小鬼 对 策 是 在 合适 的 局 势 下 双方 局 中 人 孝 可 从 合作 中 得 
次 的 一 整 类 对 策 中 最 著名 的 对 策 . 因为 决定 何 时 蓝 合 作 和 何 时 
要 竞争 是 一 件 微妙 的 事情 ,我 们 冰 用 几 页 来 描述 几 个 这 种 类 型 
的 对 策 ,以 得 到 对 这 类 局 势 中 可 能 会 提出 合作 优 于 竞争 的 感觉 . 

对 胆小鬼 对 策 的 好 莱 坞 和 古巴 导弹 危机 形式 的 考察 都 指明 
不 存在 与 另 一 全 局 中 人 的 决定 无 关 的 对 每 个 局 中 人 都 是 最 优 的 
单个 的 行动 步骤 . 这 意味 着 ,例如 ,肯尼迪 和 赫 鲁 距 夫 这 两 人 的 
利益 既 不 是 截然 相反 地 对 抗 也 不 正好 相同 , 这 种 对 策 常常 称 之 
为 混合 动机 对 策 , 它 反映 了 局 中 人 双方 可 能 想 要 同样 的 结果 的 
可 能 性 , 即 , 他 们 可 能 想 要 合作 而 不 是 亮 争 ， 

此 外 ,古巴 导弹 危机 不 存在 表示 每 全 局 中 人 的 支配 行动 步 
又 的 平衡 点 .对 比 一 下 看 ,具有 下 列 支 付 矩阵 的 对 策 对 于 每 个 局 
中 人 都 有 支 各 策略 C: 

局 中 人 站 
C D 


C {4,.4) {2.3) 
局 中 八 
D {3.2) {1,1} 


当然 ,从 策略 的 观点 看 这 种 对 策 是 不 感 兴趣 的 ,因为 只 审视 明白 
事理 的 局 中 人 应 作 些 什么 就 清楚 了 . 


结果 表明 只 有 四 类 重要 的 混合 动机 对 策 , 其 中 的 胆 小 沟 对 
策 是 这 类 对 策 的 典型 代表 .为 了 完整 及 随后 的 讨论 起 见 ,我 们 现 
在 简要 地 描述 共 余 -= 类 "有 兴趣 "的 混合 动机 对 策 . 为 了 前 后 一 
致 及 易于 解释 ,我 人 将 假定 在 这 些 对 策 中 每 个 局 中 人 有 两 个 可 
能 的 行动 .我 们 把 这 两 个 行动 标 为 “C" 和 "D”. (为 什么 用 C,D 
来 标记 的 理由 见 后 面 的 “内 徒 两 难 策略 " 节 . ) 


领 先 者 


考虑 两 个 司机 这 图 从 交叉 路 口 的 相对 方向 进入 一 个 繁忙 的 
交通 流 的 情况 . 当红 绿 灯 在 交叉 路 口 尝 起 绿灯 时 ,每 个 启 机 必须 
决定 他 是 否 把 过 路 权 让 给 另 一 位 词 抽 人 (C) ,或 驾车 开 过 路 口 
(D). 如果 双方 都 相让 ,他 们 两 人 就 都 被 职 误 了 ,但 是 车 他 们 双 
方 都 驾车 开 过 去 , 那 就 可 能 相 擅 .然而 ,如 果 一 个 开 过 来 时 另 一 
人 等 一 下 ,那么 "领先 震 " 将 能 够 继续 他 或 她 的 旅行 ,同时 在 红 绿 
灯 再 成 为 红 灯 之 前 ,“ 后 者 " 仍 能 挤 过 领先 者 空 出 的 其 口 进 入 交 
通 流 . 这 个 领先 者 对 策 的 典型 支付 矩阵 是 : 

司 帆 并 

D 
[MM (2.2) {4,4) 
Dp {4.3} (1.1) 


我 们 再 次 看 到 这 里 没有 支配 策略 .按照 我 们 现在 熟悉 的 极 
小 极 大 论证 方法 ,为 避 开 最 坏 可 能 的 结果 ,每 个 司机 应 选择 行动 
,因此 保 泪 了 没有 -一个 人 将 收 到 少 于 2 个 单位 的 支付 .然而 ， 
对 于 两 个 局 中 人 的 极 小 极 大 策略 并 不 处 于 平衡 状态 ,因为 当 短 
个 司机 看 到 另 一 个 杀人 导 已 经 做 的 事 之 后 ,他 或 她 都 有 理由 为 月 
己 的 选择 感到 忆 悔 . 这 个 简单 的 观察 表明 了 极 小 极 大 原理 不 能 
作为 混合 动机 对 策 中 规定 合理 的 行动 步骤 的 基础 . 
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上 


事实 上 ,结果 表明 在 领先 者 对 策 中 有 两 个 平衡 策略 :在 
《C:D) 对 中 ,可 机 工 直 了 路 ,司机 工 就 驶 入 了 路 三 ,与 之 相反 的 
就 是 (PD,C) 对 .这 些 行动 出 现在 支付 从 阵 的 非 对 角 线 的 骨 上 .如 
果 司 机 了 选择 了 行为 D, 第 二 个 司机 没有 比 选择 C 再 好 的 了 , 反 
之 亦 然 . 换 句 话说 , 偏 窗 了 平衡 结果 没有 一 个 人 能 做 得 更 好 . 然 
而 ,与 零 和 对 策 截 然 不 同 , 在 零 和 对 策 中 这 种 平衡 点 总 是 等 价 
的 ,但 在 领先 者 对 策 中 可 机 工 喜 爱 (D,C) 平 衡 点 ,同时 司机 下 喜 
爱 (C,D) 平 衡 点 .没有 调解 这 种 差别 的 数学 方法 ,这 就 是 为 什么 
现实 世界 的 这 类 局 势 中 ,僵局 常常 是 由 以 下 事实 来 解决 的 , 即 平 
痪 点 之 一 比 男 一 个 平衡 点 更 容易 为 司机 觉察 到 .例如 ,文化 及 
(或) 心理 因素 可 能 用 “ 先 来 , 先 服务 "之 类 的 默认 为 规则 或 者 像 
用 于 指出 平衡 点 之 -~ 的 办 光 之 类 的 信和 号 传送 系统 这 样 的 方式 来 
打破 八 局 . 

顺便 说 一 名 ,这 类 信号 传送 与 零 和 对 策 中 的 局 势 形 成 了 鲜 
明 对 比 ,在 那里 这 种 信号 肯定 不 会 是 为 了 一 个 司机 的 利益 ,因为 
这 种 信号 马上 把 有 用 的 信息 给 了 另 一 个 可 机 


性 别 之 战 


在 这 个 对 策 中 ,一 对 已 婚 夫 妇 必 须 在 他 们 的 晚间 娱乐 活动 
的 两 种 方案 中 作出 选择 . 丈夫 喜欢 一 类 娱乐 活动 ,例如 说 电影 ， 
而 他 的 妻子 则 喜欢 另 ~… 类 娱乐 活动 ,例如 说 出 去 吃 匹 萨 饼 ,问题 
是 他 们 愿意 双双 一 起 出 去 而 不 是 单独 出 去 . 如 果 他 们 都 选 他 们 
的 首选 ( 称 之 为 行动 C) ,那么 只 好 各 走 各 的 了 ,并 县 每 人 得 到 2 
个 单位 的 支付 . 但 如 果 他 们 每 人 都 作出 牺 禾 去 参加 他 们 不 喜欢 
的 活动 (行动 D) ,双方 都 将 受罪 ,他 们 每 人 只 能 得 到 1 个 单位 的 
支付 .但 是 如 果 一 个 人 和 作出 条 牲 而 另 一 个 得 到 了 他 或 她 的 首选 ， 
那么 他 们 仍 能 一 起 出 去 ,但 作出 牺 竹 的 "英雄 "得 到 3 个 单位 的 
“奖赏 ”, 而 另 一 方 划 得 到 4 个 单位 的 收益 .于 是 ,这 个 对 策 的 支 


付 和 矩阵 就 成 为 


妻子 
C Dp 


C {2,2) ‘4.3) 
六 天 
D {3.4d) (1,1) 

性 别 之 碾 和 领先 者 有 许多 共同 之 点 :(1) 丈 夫 和 波 子 部 滩 有 
支配 策略 ,(2) 极 小 极 大 策略 交 于 非 平衡 的 结 昧 (C,C) 处 ,以 及 
{3} 策 略 {C,D) 和 (D,C) 部 处 于 平衡 状态 .但 是 与 领先 者 对 岳 截 
然 不 同 , 在 性 别 之 战 对 策 中 ,单方 面 背离 极 小 极 大 策略 的 局 中 人 
将 给 妨 - 一 个 局 中 人 的 报酬 要 比 给 白 己 的 多 .这 正好 和 领先 者 对 
策 中 碰 到 的 情形 相反 ,在 那里 背离 者 得 到 的 收益 要 比 其 对 手 多 . 
但 是 答 和 领先 者 对 策 一 样 ,这 里 的 -一 个 局 中 人 也 可 以 通过 为 获 
得 某 种 程度 对 行动 C 的 奈 诺 而 与 另 -… 个 局 中 人 的 交流 而 得 艇 . 
例如 ,丈夫 可 以 宣布 他 已 经 不 可 改变 地 许诺 了 要 -去 看 电影 ,如 果 
他 的 妻子 为 使 她 自己 的 收益 极 大 的 话 , 那 么 这 种 做 法 就 对 丈夫 
有 利 , 仅 有 的 困难 在 王 要 让 她 相 箭 他 是 严肃 的 .这 里 要 指出 的 时 
点 是 在 性 别 之 战 对 策 中 为 使 双方 达到 最 侍 可 能 的 共享 结果 需要 
某 种 许诺 . 


囚徒 两 难 对 策 


最 后 一 个 基本 类 型 .也 是 迄今 为 止 最 令 人 感 兴趣 的 混合 1 
上 略 就 是 被 很 好 记载 下 来 的 涉及 两 个 都 被 指控 犯 有 某 种 罪行 的 办 
徒 的 对 策 . 两 个 都 有 向 警方 隐瞒 情报 (i) 或 泄露 情报 (4D) 的 选 
择 . 如 果 他 们 都 隐瞒 情报 ( 即 ,他 们 合作 ) ,他 们 将 被 无 罪 开 释 开 
且 每 人 得 到 3 个 单位 的 支付 ,如 坚 一 个 因 徒 隐瞒 了 而 另 ~- 个 却 
向 警方 “告发 "了 ,那么 告发 者 得 到 4 个 单位 的 收益 ,而 “ 殉 准 者 ” 
的 支付 只 有 1 个 单位 ,这 反映 了 他 或 她 所 扮演 的 阻 找 执 法 的 角 
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习 一 ! 


色 . 最 后 ,如 果 两 个 因 徒 都 讲 出 了 和 情报 ,那么 两 人 都 将 被 判 
罪 一 一 但 是 较 轻 的 罪 一 一 因此 每 人 只 得 到 2 个 单位 的 支付 . 因 
徒 两 难 对 策 的 支付 短 阵 为 : 


四 徒 中 
Cc p 
C 3,4) (1,4) 
p [4.111 (2,2) 

( 注 ; 我 们 用 符号 C 和 和 DD 来 表示 所 有 这 些 混合 动机 策略 中 局 中 人 的 可 能 的 
行动 基 受 启发 于 办 徒 两 难 问题 对 策 中 对 行动 的 惯常 的 说 明 . 这 里 C 表示 
与 你 的 辐 犯 * 合 作 ”(Ceooperating} 并 且 拒 不 供认 ,市 DD 表示 向 警方 * 产 和 逃 " 
(defecting) 并 提供 定罪 所 需 的 情报 .这 种 解释 应 归功 于 普林斯顿 大 学 的 对 
第 论 学 家 A- 增 克 尔 (Alben Tuecker) ,他 紧 接着 兰 德 公 司 的 M: 弗 勒 德 ( Mer- 
i Flood) 在 1951 年 引 进 了 这 个 两 难 问题 后 ,在 和 年代 后 期 杜撰 了 办 徒 
两 难 对 策 " 这 个 名 称 . ) 

因 徒 两 难 对 策 是 一 个 真正 的 属 论 (似是而非 的 矛盾 说 法 ). 
极 小 极 大 策略 交 于 互相 背叛 的 选择 处 ,这 也 是 这 个 对 策 仅 有 的 
一 个 平衡 点 .所 以 两 个 内 徒 中 的 每 一 个 都 没有 理由 为 极 小 极 大 
选择 而 便 悔 ,如 果 男 一 个 办 徒 也 以 极 小 极 大 对 局 的 话 , 对 两 个 因 
徒 来 说 ,级 小 极 大 选择 也 是 支 岂 选择 ,因为 当 用 其 他 的 局 中 人 的 
选择 来 对 局 时 ,每 人 从 背叛 得 到 的 支付 要 六 于 从 合作 中 得 到 的 
支付 .因此 ,看 米 似 乎 是 向 警方 产 移 的 每 个 因 徒 的 最 优 支 付 -一 
不 管 刀 一 个 囚徒 决定 做 什么 ,但 是 如 果 两 个 四 徒 都 选择 了 这 个 
别 的 台 理 行动 步 又 ,那么 他 们 每 人 得 到 的 2 个 单位 的 支付 是 小 
于 他 们 保持 沉默 而 得 到 的 3 个 单位 的 支付 . 

因 徒 两 难 对 策 停 论 的 实质 在 于 个 体 合 理性 和 集体 合理 性 
之 间 的 溃 突 . 遵循 个 体 合理 性 ,对 一 个 囚徒 来 说 ,背叛 且 向 警 
方 提 殿 情 报 要 更 好 一 些 . 但 是 ,似是而非 相互 牙 盾 的 却 是 ,如 
果 两 个 内 徒 都 成 了 “殉难 者 "并 保持 绒 软 ,那么 每 人 终 将 得 到 
更 好 的 支持 . 为 确保 两 个 局 中 人 的 这 种 更 好 的 结果 所 需要 做 


Ei 徒 [ 


的 就 是 基于 他 们 的 共同 利益 的 某 种 选择 原则 . 也 许 最 古老 和 
最 熟悉 的 这 类 原则 就 是 孔子 的 为 人 准则 ”* 推 己 叹 人 ”了 岂 但 是 
要 注意 ,在 其 他 对 策 中 这 条 为 人 淮 则 可 能 是 灾难 性 的 . 例如， 
如 果 在 性 别 之 哉 中 去 要 双方 都 庶 用 这 到 为 大 准则 的 话 , 那 么 
结果 将 是 最 十 可 能 的 结果 ,而 且 导 致 向 他 并 不 想 要 的 种 自 出 
去 进行 娱乐 活动 . 

迄今 我 们 的 考虑 仅仅 集中 在 人 们 可 以 称 之 为 "一 次 性 的 ” 
对 策 上 , 即 这 样 的 对 象 :在 这 种 对 策 中 局 中 人 人 一劳永逸 地 作出 
单个 选择 ,采取 相应 的 行动 ,而 且 多 多 少 少 是 不 顾 后 果 的 .和 莘 
言 之 ,只 有 对 策 的 单 次 对 局 . 当然 ,生活 中 的 许多 对 策 正 是 这 
种 类 型 的 .但 更 多 的 对 策 却 不 是 这 样 的 .所 以 ,对 我 们 来 说 抠 
在 是 时 候 来 看 看 当 我 们 面 对 的 是 可 能 有 一 系列 对 局 ,也许 其 
至 是 无 限 的 对 局 的 冲突 局 势 时 ,事情 将 会 发 生变 化 的 方式 ,而 
且 只 是 为 了 看 清 确 实 变化 了 的 事情 ,为 此 我 们 再 来 仔细 考虑 
一 下 办 徒 两 难 对 策 . 

要 证 明 两 个 局 中 人 都 背叛 是 平衡 策略 这 一 结论 不 仅 适 内 于 
只 有 单 次 对 局 的 对 策 .也 适用 于 两 个 局 中 人 都 事先 知道 对 局 次 
数 的 具有 有 限 次 对 局 的 策略 是 一 个 相当 容易 的 习题 . 为 证 明 这 
点 ,考虑 一 人 有 上 次 对 局 的 对 策 . 由 先前 的 论证 知道 ,如 果 对 策 
只 对 局 -- 次 ,那么 两 个 局 中 人 都 应 选择 背叛 .所 以 ,对 有 六 次 对 
局 的 情形 ,他 们 在 最 后 -次 对 局 中 应 选 反 背 叛 ,因为 不 要 再 对 局 
了 .但 是 ,如 果 他 们 双方 在 第 A 次 对 局 中 玫 选 择 了 背叛 .那么 他 
们 面临 的 是 一 个 有 NN - 工 次 对 局 的 对 策 . 应 用 同样 的 推理 方法 ， 
双方 都 应 在 这 个 要 对 N - 工 次 局 的 对 策 的 最 后 一 你 对 局 中 选择 

中 详 注 ;或 己 所 敏 , 施 于 人 ". 就 是 用 白 己 的 心意 排 想 缸 人 的 心意 . 
即 要 体谅 别人 .这 是 儒家 的 想 道 . 另 一 常用 的 成 放 是 “已 所 不 籁 , 急 施 于 
大 ”, 即 白 忆 所 不 要 的 ,不 要 施加 到 秽 人 身上 . 语 出 《论语 , 颜 洲 》, 参 见 & 汉 
语 成 语词 典 》, | 上海 教育 出 版 社 ,1978 年 . 


二 


背叛 .如 此 继续 下 去 ,显然 一 定 会 回 到 最 开始 的 一 次 对 局 , -对 
背 疾 接着 一 对 ,接着 又 一 半 , 因此 ,在 这 种 局 势 下 更 能 得 益 的 选 
择 C 永远 没有 机 会 登场 ， 

由 我 们 马上 就 要 考察 的 论证 方法 会 知道 ,一 下 我 们 允许 有 
可 以 无 限 地 连续 进行 的 对 策 的 可 能 性 ,合作 就 成 为 可 能 . 这 里 
“无 限 地 "的 意思 当然 是 指 :在 该 对 策 的 任何 一 次 对 局 后 ,局 中 人 
仍 有 机 会 再 次 相互 作用 ;或 者 等 价 地 说 ,局 中 人 事先 不 知道 对 局 
的 次 数 .但 是 我 们 有 点 超前 了 ,因为 这 些 事 情 作 为 下 面 几 节 的 内 
容 更 合适 .所 以 ,这 里 就 不 再 哪 嗪 了 ,我 们 放下 一 次 性 对 策 转 而 
来 谈 谈 多 阶段 对 策 . 


合作 的 出 现 


社会 生物 学 推理 工 的 基础 是 如 下 的 断言 ;人 类 行为 的 模式 ， 
包括 表面 上 看 来 是 利他 主义 的 无 私 行为 ,一 般 说 来 是 从 自私 的 行 
为 中 发 展 进化 出 来 的 .在 因 徒 两 难 对 策 的 情形 中 ,我 们 可 以 把 这 
个 社会 生物 学 的 论点 柄 译 成 如 下 的 陈述 :化 起 集体 合理 的 合作 选 
择 , 人 们 总 基 青 欢 个 别 合 理 的 背叛 行为 , 于 是 问题 就 变 成 能 使 一 
群 合作 主义 者 能 在 一 群 利 已 者 中 获得 立 脚 点 的 环境 是 否 存在 的 
间 题 , 如 果 没 有 可 能 从 一 类 开明 的 私 已 主义 中 发 展 进化 出 合 必 的 
行为 ,就 很 难 支持 社会 生物 学 家 的 “自私 基因 ”理论 的 论点 了 . 

用 进化 对 策 论 的 术语 来 表达 ,总 是 背 频 的 策略 就 是 所 谓 的 
进化 稳定 策略 (evolutionary stable strategy ,缩写 为 ESS), 因 为 偏 
离 这 种 策略 的 局 中 人 在 与 一 群 背 叛 者 对 抗 中 永远 不 能 得 手 .或 


中 ”译注 :社会 生物 学 是 以 进化 论 的 观点 研究 动物 的 社会 行为 .种群 的 
大 小 和 组 织 功能 (或 适应 意义 } 的 习性 学 分 支 ,1975 年 出 版 的 R.Q: 威 尔 孙 的 
《社会 生 入 学 :新 的 综合 ?一 书 概括 了 这 一 研究 领域 的 全 狐 .可 参看 《中 国 大 
百科 全 书 》,《 心 理学 ? 卷 ,316 页 . 


者 他 们 能 得 手 吗 ? 不 那么 严酷 无 情 的 行动 步骤 最 终 能 使 自己 在 
一 群 背 版 者 中 立足 的 局 势 荐 在 蚂 ? 这 正 是 近年 来 最 引 人 入 肚 的 
心理 学 实验 中 的 个 实验 ,R: 阿 克 塞 放风 德 (Robert Axelrod) 试 
图 要 回答 的 问题 . 阿 克 塞 尔 罗 德 要 处 理 的 不 同 的 问题 为 :(a) 在 
利己 主义 者 的 生活 圈子 里 合作 究竟 是 怎样 出 现 的 ? (hb) 采用 合 
作 策略 的 个 体能 比 不 对 作 的 竞争 对 手 生存 得 渴 好 凤 ?”(e) 电 些 
合作 策略 会 表现 得 最 好 以 及 它们 是 怎样 达到 支配 地 位 的 ? 

阿 克 塞 尔 罗 德 利用 对 策 论 中 众所周知 的 事实 一 一 对 一 个 
无 限 持续 的 囚徒 商 难 对 策 存 在 许多 平衡 点 一 一 来 开始 他 的 实 
验 , 例 如 ,尽管 ALT D. 即 总 是 背叛 的 策略 ,对 于 一 串 已 知 . 固 
定 .持续 时 间 的 四 徒 旷 难 对 策 相 扎 作 用 来 说 是 不 可 侵犯 的 ,但 
若 双 方 在 事先 都 不 知 痢 棚 互 作用 的 次 数 , 则 可 能 存在 其 他 可 
供 选择 的 ESS 策略 ,用 另 一 种 方式 来 说 .如 果 对 完 -- 轮 囚徒 两 
难 对 策 后 仍 有 可 能 要 继续 另 一 轮 对 策 , 那 么 就 十 能 存在 - :个 
也 是 ESS 的 好 的 策略 .这 里 我 们 说 "好 的 ”意思 是 指 并 非 . - 开 
始 就 背叛 的 策略 

为 检验 这 种 想法 , 阿 克 塞 尔 罗 德 洲 请 了 一 些 心理 学 家 .数学 
家 、 政 治学 家 和 计算 机 专家 来 参加 一 个 使 不 同 的 策略 互相 竞争 
的 一 个 计算 机 竟 赛 .竞赛 的 计划 是 由 参赛 者 提供 他 或 她 认为 是 
进行 一 串 囚 徒 两 难 对 策 相互 作用 对 局 的 策略 ,然后 在 一 循 坏 赛 
中 让 不 同 的 策略 互相 竞争 . 14 位 参赛 者 以 计算 机 程序 的 形式 提 
变 了 策略 .竞赛 的 基本 规则 允许 程序 利用 对 策 的 以 前 的 对 局 中 
的 任何 信息 . 而 且 ,程序 也 不 必 是 确定 性 的 , 允许 用 某 种 随机 化 
的 方法 来 作出 他 们 的 决定 ,如 果 局 中 人 想 这 样 做 的 话 . 唯 -- 的 要 
求 是 对 每 一 轮 对 局 程序 必须 得 到 一 个 确定 的 决策 :合作 (C ) 或 
背 此 (D). 除 了 提交 的 策略 外 , 阿 克 塞 尔 罗 德 还 把 策略 RANDOM 
也 加 了 进去 ,实际 上 ,这 是 一 个 用 掀 掷 硬币 来 作出 合作 或 背叛 的 
决策 的 方法 .在 竞赛 中 每 个 程序 要 与 每 个 其 他 的 程序 (包括 该 程 
序 自己 ) 进 行 对 局 200 次 .为 光滑 化 由 于 非 确定 性 策略 所 用 的 随 
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栅 数 生成 带 来 的 统计 数字 的 波动 ,整个 实验 又 进行 了 5 次 . 

结果 证 明 赢 得 策略 是 最 简单 的 策略 . 这 是 由 A': 拉 保 认 特 
(Anatol Rapoport) 提 供 的 描述 名 为 TIT FOR TaAT( 针 锋 相 对 ) 策 
路 的 只 有 三 行 的 程序 , 它 击 页 条 规则 组 成 :(1)7? 对 第 一 个 合作 者 
采取 仓 作 的 策略 ,以 及 (2) 在 以 后 的 各 轮 对 局 中 ,执行 你 的 对 手 
在 前 一 轮 中 采用 的 策略 , 与 那么 移 表 面 上 看 来 要 复杂 和 精细 的 
进行 因 徒 两 难 对 策 对 局 的 规则 相 比 ,这 个 简单 而 又 直接 的 策略 
能 占 优势 看 来 确实 是 不 可 思议 的 .这 个 章 赛 的 主要 经 验 是 为 使 
一 个 策略 能 够 成 功 , 它 必须 既是 好 的 叉 是 宽恕 的 , 即 , 它 应 该 是 
既 能 开创 合作 六 能 岂 报 以 合作 .在 对 这 个 竞赛 进行 详细 分 析 后 ， 
阿 克 骞 尔 罗 德 决定 举办 第 二 次 竞赛 来 察看 第 一 次 竞赛 中 学 到 的 
经 验 能 否 用 于 实践 ,甚至 能 开发 一 种 比 TIT FOR TAT 更 有 效 的 
合作 策略 . 

作为 第 二 次 竞赛 的 前 奏 , 阿 克 塞 尔 罗 德 把 第 一 次 竞赛 所 
有 区 信息 和 结果 封装 在 一 起 并 宕 给 各 参赛 者 , 要求 他 们 提交 
收 改 后 的 策 巾 .他 还 通过 在 计算 和 杂志 土 登 广告 来 向 局 外 人 
会 开 这 个 竞赛 ,以 期 吸引 一 些 热衷 于 编程 的 人 能 从 他 们 每 夫 
闲 庭 掉 的 日 常事 务 中 挤 出 时 间 来 设计 真正 足智多谋 的 策略 . 
阿 克 塞 尔 罗 德 总 共 收 到 来 自 世 界 各 地 的 62 份 参 赛程 序 ,其 中 
一 份 来 自 著名 的 进化 论 生 物 学 家 J'M: 斯 密 (John Maynard 
Smith) ,他 有 一 年 在 芝 奶 再 大 学 学 术 休 假期 间 为 寻求 对 策 论 
在 生物 学 中 的 应 用 而 发 现 了 进化 稳定 策 咯 .优胜 者 是 谁 ? 拉 
保 泡 特 再 次 以 TIT FOR TAT 成 为 优胜 者 ! 所 以 即 司 对 这 个 据 
称 是 更 有 说 服 力 的 场合 来 说 ,为 人 准则 的 拉 保 泡 特 对 策 理 疹 
的 版 本 还 是 当然 的 赢家 . 从 第 二 次 竞赛 中 显 馈 出 来 的 一 般 经 
验 是: 不 仅 好 而 宽恕 是 重要 的 ,而 且 一 激 就 父 和 可 辨认 这 两 普 
《的 策略 } 也 都 是 重要 的 , 即 ,你 应 该 对 背叛 者 感到 愤怒 而 且 巨 
速 予 以 以 牙 还 政 介 不 是 恶意 的 反击 ,而 且 你 的 行动 应 该 是 直 
接 而 骨 白 泡 误 的 , 雪 洲 人 免 给 人 人 以太 复杂 的 印象 . 
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假设 一 -种 策 畴 已 经 确定 , 它 能 在 多 好 的 程度 上 抵抗 以 不 同 
的 策略 对 局 的 划 人 的 入 侵 的 问题 就 提出 来 了 .要 证 明 -- 旦 TIT 
FOR TAT 在 --- 个 局 中 人 团体 中 确立 了 ,就 不 可 能 有 任何 能 葵 代 
它 的 罕 变 产生 的 策略 是 -- 件 相当 容易 的 事 一 一 只 要 未 来 的 怪 扎 
作用 的 可 能 性 足够 大 .所 以 如 果 两 个 遍 中 人 再 次 面对面 对 局 的 
概率 足够 大 ,区 如 果 该 团体 的 支配 策略 是 TIT FOR TAT, 那 么 作 
何 对 这 个 策略 的 偏离 都 将 导致 突变 产生 的 策略 的 失 分 .种 实 上 ， 
为 使 TIT FOR TAT 成 为 一 个 ESS, 我 们 可 以 对 未 来 的 相互 作 几 
的 这 个 概率 应 多 大 给 出 -个 确切 的 值 . 
为 此 ,我 们 考虑 一 般 的 因 秆 两难 对 策 的 支付 窍 阵 ,现在 我 们 
具 简 单 地 称 昱 局 中 人 A 和 局 中 人 8B. 用 符号 来 记 这 个 支付 所 阵 
由 下 列 给 出 : 
局 中 人 日 
心 D 


C RRY {8S,T) 
局 牛人 入 
p (TS P,P) 
其 中 支付 P,R,S 和 TT 只 是 满足 条 件 T>R>P>5 利 R>《T 
+3)z2 的 实数 .第 一 个 条 件 保证 了 支付 将 使 个 别 的 利 已 主义 
(ALL P) 成 为 一 个 ESS 策略 ,而 第 二 条 保证 了 如 果 局 中 人 以 某 
种 方式 不 知 怎 么 地 锁 进 了 合作 和 背 疗 的 “不 同步 "的 交替 中 时 ， 
那么 比 之 于 一 开始 就 在 每 一 局 中 采取 互相 合作 的 策略 ,每 个 局 
中 大 只 会 做 得 更 差 . 烦 便 说 一 下 ,对 支付 所 选 的 标记 字 共 是 为 了 
反映 本 章 先 前 讲 过 的 这 种 囚徒 两 难 对 策 的 命名 的 故事 ,其 中 P 
是 联合 背叛 的 "惩罚 "(punishment), 民 是 联合 合作 行为 的 " 收 
益 ” (reward) ,S$ 是 其 对 手背 产 的 合作 者 收 到 的 “容易 受骗 的 人 
的 "(suckers) 支 付 . 而 了 旦 茹 对 手 为 合作 者 的 背叛 行为 的 引 
诱 ”(temptation) 支 1 +. 
对 于 本 质 上 和 定义 了 因 徒 两 难 对 策 的 这 个 支付 结构 .DT 
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FOR TAT 在 重复 对 策 中 是 一 个 ESS 对 第 当 有 旦 仅 当 两 个 局 中 人 
在 将 来 磁 八 的 概率 W 大于 下 列 两 个 数 : 
(TFT- RIAT-P), (TT- RIAR-S) 

的 大 者 .让 我 们 来 看 看 这 两 个 数 试 图 告诉 我 们 的 是 什么 ,第 -- 个 
量 只 是 难以 相处 从 而 要 离开 相对 于 难于 相处 而 叉 被 抓 住 不 能 离 
开 的 胡 对 支付 .第 二 个 比 是 难以 相处 从 而 要 离开 所 得 到 的 支付 
的 增 量 比 之 于 好 的 而 又 维 受 骗 所 得 到 的 支付 的 增 量 之 比 . 扯 二 
的 是 ,仅仅 用 词语 是 不 足以 确切 描述 为 什么 这 两 个 数 中 的 大 者 
代表 了 使 TT FOR TAT 不 再 构成 一 个 Rss 的 截止 点 .我 们 要 探 
究 其 数学 的 细节 .但 是 羽 仅 在 直观 的 基础 上 看 ,以 下 事实 也 是 相 
当 显 然 的 : 如 果 这 两 个 数 都 很 大 ,那么 难以 相 姓 {音频 合作 者 } 就 
有 相对 大 的 收益 一 一 因此 .有 诱惑 方 .所 以 在 这 种 情况 以 TIT 
FOR TAT 对 局 至 少 和 以 ALL D 对 局 一 样 好 ,这 表明 一 群 背 阁 者 
不 可 能 迫使 TTT FOR TAT 离开 . 

结果 表明 对 于 重复 性 由 徒 两 难 对 策 来 说 ,TIT FOR TAT 不 
是 唯一 的 ESS. 例 如 ,ALL P 就 是 男 一 个 ESS. 所 以 TIT FOR TAT. 
怎么 能 在 一 开始 全 是 由 背 版 者 的 群体 中 开始 的 呢 ? 看 来 好 像 至 
少 有 两 种 不 同 的 机 制 提供 了 TIT FOR TAT 如 何 能 "渗入 "这 样 
一 个 基本 上 是 敌 方 的 环境 中 去 的 似乎 有 理 的 途径 .第 一 个 就 是 
亲族 关系 的 选择 , 即 帮助 其 亲戚 .在 囚徒 两 难 对 策 中 不 背叛 是 一 
种 利他 主义 的 行为 ,因为 利他 的 个 人 是 在 可 能 取得 的 回报 之 前 
出 现 的 , 央 此 ,如 果 两 个 局 中 人 是 被 充分 紧密 地 联系 在 一 起 的 
请 ,一 种 合作 方式 就 会 演化 出 来 .事实 上 ,用 如 下 方式 重新 权衡 
支付 矩阵 :个 人 有 其 利益 于 优 伴 的 成 功 之 中 ( 即 合 情 合理 地 计算 
支 村 ) 常 常 能 逆转 不 等 式 了 >R 和 PP > 5 中 的 一 个 或 两 个 .这 
时 ,合作 就 得 到 无 条 件 的 费 同 . 这 就 意味 着 合作 的 利益 可 为 一 群 
充分 紧密 地 联系 在 一 起 的 局 中 人 得 到 .从 而 一 旦 出 现 了 合作 基 
因 ,选择 将 促成 基于 合作 行为 的 策略 . 

聚 类 是 第 二 种 机 制 , 通 过 它 , 合 作 能 出 现在 一 个 本 质 . 上 是 


ALL D 的 坏 境 中 .人 盘 设 一 小 群 个人 正 使 用 一 种 像 TFT FOR TAT 
那样 的 策略 ,而 且 这 个 桶 类 中 的 有 -… 定 比例 为 P 的 成 员 与 这 个 
聚 类 牛 的 其 他 成 员 相 豆 作 用 .那么 如 条 与 该 棵 类 中 的 成 员 对 局 
构成 应 到 了 该 群体 其 余部 分 的 相互 作用 的 不 可 忽视 的 比例 ,又 
若 福 党 P 以 及 未 来 的 相互 作用 的 果 能 性 足够 大 的 话 , 使 用 TIT 
FOR TAT 的 个 人 组 成 的 票 类 就 能 够 独立 发 展 一 一 甚至 是 在 压 
倒 铬 数 的 局 中 人 在 磁 到 每 一 个 遭遇 者 时 前 是 背叛 因而 难以 相处 
的 环境 中 也 是 如 此 .我 们 顺便 指出 涌 类 沼 常 是 和 亲族 关系 联结 
在 一 起 的 ,而 且 这 两 种 机 制 常 常 可 以 五 相 加 强 .人 是 即使 在 没有 
亲族 关系 的 情况 下 集 交 仍然 可 能 是 有 效 的 . 


真实 世界 ,人 为 对 策 


兰 德 1RAND) 公 司 数学 部 主任 小 威廉 斯 (John Williams ) 在 
1954 年 写 道 ,对策 论 学 家 : 
常 沉 被 专业 的 人 类 学 者 看 成 是 智力 早熟 的 儿童 .他 们 
不 领会 人 类 肥 其 工作 的 真正 的 复杂 性 ,天 庄 烂漫 地 局 得 着 ， 
期 盼 着 他 们 的 玩 上 其 武 怖 能 杀 死 充满 活力 的 飞 走 就 像 定 科 能 
杀 死 无 生命 的 飞龙 一样 容易 . 
而 正 是 这 些 同样 是 人 类 中 的 一 部 分 的 "儿童 "不 仅 有 功 于 为 一 般 
的 读者 写 出 了 一 本 渎 起 来 最 有 趣 的 介绍 对 策 论 的 韦 而 且 更 重要 
的 是 有 功 于 为 现在 我 们 都 知道 的 称 之 为 策略 的 对 策 理论 的 整 座 
大 厦 的 支柱 的 大 洛 数 数学 研究 工作 提供 了 最 初 的 推动 力 以 及 智 
力 { 和 财政 的 ) 支 持 . 所 以 人 们 不 禁 要 停 下 来 问 -- 问 ( 想 知 道 ? 对 
策 论 是 否 只 是 一 种 为 使 巡游 的 数学 家 得 刘 雇 俩 而 设计 的 - -种 没 
有 意义 的 智力 习题 .或 者 确实 有 一 些 对 人 类 真有 价值 的 东西 ? 
我 想 大 岁数 对 策 论 学 家 在 听 到 任何 极其 严肃 地 认为 对 策 的 
理论 确实 能 对 实际 的 现实 世界 中 的 冲突 提供 了 可 操作 的 解决 方 
443 
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法 的 看 法 时 都 会 感到 高 兴 和 和 意外 .就 试图 缩小 数学 体系 和 现实 
间 欧 差距 市 言 ,对 策 论 的 发 展 确实 还 不 够 完善 .而且 是 建立 在 太 
理想 化 的 假设 之 上 .这 确实 是 坏 消息 .好 消息 是 ;对策 理 论 的 思 
想 和 概念 早 就 对 实际 局 势 的 冲突 的 解决 讨 程 的 实施 提供 了 深刻 
而 重要 药 洞 察 ,我 们 在 本 章 中 已 经 考察 过 一 些 . 

对 策 论 的 必要 前 提 是 如 下 的 假设 :局 中 人 合理 地 行动 ,以 一 
种 本 质 上 是 无 从 区 分 旦 非 的 .自我 服务 的 利己 主义 的 方式 作出 
决策 .哲学 家 ,伦理 学 家 和 志趣 相投 的 其 他 人 曾 用 合理 性 假设 来 
上 暗示 对 策 论 描 绘 了 一 幅 吞 力 的 图 通 , 并 认为 人 们 都 是 追随 他 们 
认为 是 他 或 她 的 自身 利益 而 行事 的 . 当然, 这些 担 扰 是 把 理论 中 
的 “局 中 人 人 "等同 于 不 可 靠 的 .古怪 . 失 却 理性 的 人 了 .所 以 ,在 这 
样 的 意义 下 ,理论 中 抽象 的 局 中 人 相似 于 现实 世界 中 的 决策 者 
不 会 比 咎 顿 力学 中 的 质点 相似 于 像 地 球 或 木星 那样 的 桶 球 蝎 
好 .但 很 难 证 明基 于 物理 学 中 质点 系 的 理想 化 与 现实 世界 中 关 
心 的 问题 无 关 . 对 策 论 的 情形 亦 是 如 此 . 

我 们 以 一 种 鼓励 的 口气 来 结束 我 们 对 由 站 : 诺 伊 贤 的 极 小 
极 大 定理 开创 和 的 有 关 策 略 的 领域 的 简短 的 漫游 . 极 小 化 极 大 的 
理论 是 我 们 有 的 少数 几 个 理论 之 一 , 它 规定 了 在 我 们 先前 认为 
是 不 会 理 的 局 势 中 如 何 合理 地 前 进 . 所 以 ,如 果 对 策 论 没有 什么 
其 他 的 好 处 , 它 至 少 以 太刀 阔 短 的 方法 解决 了 背 学 中 的 困难 癌 
是 之 一 :在 合理 和 不 合理 行动 问 的 界限 的 问题 .要 从 一 种 数学 理 
论 中 得 到 比 这 些 更 多 的 东西 是 很 难 的 ,我们 简要 地 把 曾经 由 数 
值 分 析 家 RR: 殉 : 汉 明 {Richard 现 . Hamming) 关 于 计算 所 作 的 注 
解 的 意思 借用 于 此 “对 策 论 的 目的 在 于 深刻 的 见解 ,而 不 是 解 
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针 和 干草 堆 


1993 年 11 月 13 日 圣母 大 学 (Univ. of Notre Dame) 的 橄 横 
球 队 以 31 比 24 的 比分 击败 了 佛罗里达 州立 大 学 (Florida State 
Univ . ) 队 登 上 了 每 周 橄 槛 球 队 排名 民意 测验 的 第 一 名 . 先 于 这 
次 比赛 ,由 精 选 的 体育 记者 组 成 的 美 联 社 (AP) 的 民意 测验 以 及 
由 柑 槛 球 教练 组 成 的 有 线 电视 新 闻 网 和 今日 美国 (CNN7ZUSA 
Today) 的 民意 测验 都 把 佛罗里达 州立 大 学 排 在 第 一 名 的 位 置 . 
但 在 与 圣母 大 学 比赛 后 , 佛 罗 里 达 大 学 队 在 美 联 社民 意 测验 的 
排名 降 为 第 二 ,而 在 教练 们 的 民意 测验 中 则 降 至 第 三 位 ,在 内 布 
拉 斯 加 大 学 (Univ. of Nebraska) 之 后 . 

丝毫 不 奇怪 ,传媒 的 役 票 反 歇 了 一 种 希望 ,再 看 看 佛罗里达 
大 学 队 和 圣母 大 学 队 能 在 元 旦 构 异 球赛 季 后 的 洲 请 赛 中 再 赛 一 
场 的 强烈 愿望 ,不 过 这 只 有 在 佛 罗 里 达 大 学 队 仍 然 保 持 在 第 二 
名 的 位 置 上 才 有 可 能 (由 于 圣母 大 学 队 在 紧 挨 的 周末 一 次 比赛 
中 输 给 了 勇气 和 十足 的 波士顿 学 院 (Boston College) 队 ,而 从 未 举 
行 过 这 样 的 比赛 ). 这 种 由 钵 痛 记 者 搞 的 明显 的 花招 引起 许 
多 一 一 特别 是 来 自 佛罗里达 的 一 一 评论 员 和 球迷 的 愤怒 表示 . 
这 里 我 们 只 是 为 了 让 人 们 知道 各 种 民意 测验 排名 的 结果 有 多 
粮 . 看 一 下 下 面 图 2.1 所 展示 的 到 1993 年 11 月 20 日 为 目的 
1993 年 大 学 赛季 的 排名 情况 就 知道 了 .前 四 列 分 别 表 示 美 联 社 
(AP) .有 线 电视 新 闻 网 /今日 美国 (CNN7USA Today) ,纽约 时 报 


{The New York Times) 的 民意 测验 以 及 今日 美国 的 计算 机 民意 
测验 排名 ,第 五 列 是 基于 本 章 后 面 要 讨论 的 思想 由 数学 家 J ' 基 
纳 (James Keener) 作 出 的 排名 ,最 后 一 列 是 把 未 来 的 表现 和 以 六 
的 竞赛 结果 联系 起 来 由 统计 学 家 作出 的 排名 . 
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天 2.1 (到 1 月 20 日 为 止 )1993 蹇 季 橄 槛 球赛 排名 


就 懈 班 珂 多 的 山 灵 ,这 种 令 人 诅 衫 的 局 面 , 即 看 来 与 椰 槛 球 
队 自 身 轿 有 的 长 处 没有 联系 的 那些 因素 在 影响 着 球 队 的 排名 ， 
似乎 困扰 着 每 年 秋天 的 大 学 粮 槛 球赛 的 活动 .作为 一 种 从 另 一 
角度 考虑 问题 的 反应 ,一 些 着 迷 的 数学 家 统计 学 家 和 球迷 试图 


外 ”译注 :Banquo ,起 土 比 亚 斐 剧 & 南 克 佩 斯 ?中 的 人 物 ,被 麦克 佩斯 下 
令 杀 死 ,后 以 撮 诈 显 ,使 麦克 佩斯 暴 馈 自己 的 罪行 . 


策划 一 种 对 测定 檬 槛 球 陵 的 实力 的 杯 手 问题 的 数学 阿 答 我 们 
要 概述 这 些 排 名 方案 的 一 般 想法 ,并 展示 了 与 本 章 要 讨论 的 问 
题 的 直接 联系 . 

最 直接 的 排名 方法 就 是 在 一 个 队 利 其 他 队 比 赛 情况 的 基础 
上 对 六 个 了 中 的 每 一 -个 队 指 定数 值 排 名 .排名 应 以 该 队 的 比赛 
结果 也 竖 以 对 于 的 实力 为 基础 .假设 ” 表示 耻 1 的 排名 . 为 说 明 
方便 起 见 , 例 如 说 > 是 0 和 !00 问 的 某 个 数 . 量 -; 可 以 起 旬 为 D :45] 
和 100 间 的 实数 区 问 中 的 一 个 点 ,车 r: 表示 队 2 的 排名 , 则 我 们 
可 以 把 排名 对 (rr 开 为 边 长 为 100 的 正方 形 中 的 -- 个 点 .但 是 
我 们 有 次 个 队 ,所 以 把 它们 的 排名 排列 为 一 个 向 量 


ri 


其 中 数 5 正好 是 队 j 的 排名 .这 是 在 有 rn 条 边 . 边 长 为 100 的 -- 
个 正方 形 中 的 一 个 点 .所 以 完全 排名 向 量 > 属于 由 这 些 难 看 


见 但 数学 上 容易 写 出 来 一 一 的 点 所 构成 的 空间 “ 超 正 
方形 ”. 
测定 队 的 实力 的 一 种 办 法 就 是 简单 地 把 已 经 赛 过 共 该 队 
和 其 他 队 比 赛 缚 滁 加 起 来 .这 就 导 和 化 了 下 面 的 公 导 .6] 
r= Girl 十 名 272 十 "十 iN /Nit = 上 ,2 { 


其 中 数 ay 是 - -个 基于 队 i 和 队 7 比赛 结果 的 非 负数 ,从 而 使 这 
样 构造 出 来 多 少 可 测定 在 该 场 比 赛 中 两 队 的 相对 实力 .(* ) 式 
在 边 的 分 母 表示 队 i 已 经 赛 过 的 场次 ,这 样 敌 是 为 了 避免 只 是 
以 赛 的 场次 多 而 款 积 起 很 大 的 得 分 .- 种 和 狐 似 有 理 的 一 但 并 
非 很 有 用 的 一 一 指定 a, 的 方法 如 下 :车队 i 赢 了 队 j, 则 a, 取 为 


1; 若 打 平 , 则 为 方 ; 苦 队 工 输 给 队 户 则 0, 为 0. 我们 将 在 本 章 术 
回 到 怎样 最 好 地 选择 ws 的 问题 上 米 ， 
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不 管 人 人 们 怎样 定义 量 wj, 以 下 很 设 并 不 过 分 , 即 上 面 的 
《=#* ) 式 给 出 的 队 ;的 排名 正好 与 其 实力 成 正比 .这 毕竟 是 假设 
要 去 测定 的 一 个 队 的 排名 . 为 简化 我 们 的 记号 ,我 们 把 数 cy = 
AQy/ ns 定义 为 建 阵 4 的 i 行列 姓 的 元 素 , 所 以 : 


站 二 21 “2 站 2 
QML ON Ny 
王 是 由 矩阵 的 乘法 规则 有 


(Cort erat+ + Gv)/nl 
Cazrit+ G2r2+ + G2yry) /nz 
A; = 。 


GANTFE 十 ULW2r2 十- + GNNT SY A Ry 


但 这 正好 就 是 ( * ) 式 ,这 就 意味 着 我 们 可 以 把 ( * ) 式 更 紧凑 地 
写作 r= 4, 所 以 我 们 要 求 的 排名 向 量 只 是 向 量 趟 正方 形 中 这 
样 的 点 , 即 , 当 用 和 撼 阵 乘 以 该 向 量 时 保持 不 变 ; 这 就 是 所 谓 的 4 
的 不 动 点 .这 是 一 种 看 待 这 种 局 势 的 略为 代数 -- 点 的 方式 ， 

假设 在 赛季 刚 开始 还 没有 进行 比赛 时 ,我 们 有 了 -- 个 表示 
各 队 相 对 实力 信 计 的 排名 向 量 .这 个 排名 可 能 是 来 自体 育 记者 、 
球迷 ,教练 或 不 管件 么 样 的 人 的 意见 .现在 ,在 第 一 周 赛 过 后 ,这 
个 排名 向 便 就 改变 了 .按照 规则 : 

ro A 
转换 成 为 超 正 方形 中 的 一 个 新 的 向 量 r'". 因此 "是 第 1 周 后 
的 排名 .类 似 地 ,第 2 周 比赛 完 后 的 排名 向 量 是 : 
ri=4r0=4(dr)， 

等 等 .这样 我 们 就 看 到 每 周 排 名 向 量 从 排名 超 正方 形 中 的 -一 个 
点 变动 到 另 一 个 点 . 

现 假设 在 第 5 周 碰 巧 发 生 了 第 5 周 的 排名 向 量 和 第 4 周 的 


排名 向 局 居 同样 的 . 这 就 巧 味 着 : 

Fr ix <) 
现在 我 们 来 考虑 第 6 周 的 排名 形势 . 根据 定义 我 们 和 : 
Or A A = re 

因此 , 刘 果 排名 回 最 在 相 邻 的 珊 周 中 保持 不 变 ,那么 和 车 以 后 
各 周 就 将 呆 在 该 点 不 动 .所 以 ,为 得 到 最 新 排名 的 -- 周 接 一 若 的 
在 我 们 的 越 正 方 米 中 动 点 的 过 程 就 会 慢 慢 地 六 十 来 .在 这 社情 
堪 , 于 这 种 方法 得 到 的 "最 后 的 "排名 只 是 在 变 摘 4 下 保持 个 动 
《不 变 ) 的 起 正方 形 中 的 一 个 点 而 已， 

我 们 将 昔 后 同和 隐 天 这 种 不 动 点 的 实际 确定 的 阿 题 . 妥 下 ,只 
机 注意 到 以 下 这 点 就 够 了 :为 解 坎 这 个 非 溃 现实 的 (尽管 不 可 村 
认 地 这 不 是 械 共 迄 大 的 ) 械 模 球 队 排 名 的 问题 最 终 本 归 少 为 方 
程 求解 的 问题 ,我 们 旧 求 -个 向 证 使 得 rr = 4r, 或 者 同样 的 举 ， 
我 们 要 求 方 程 + - Ar =0 的 解 . 

木 动 点 理论 是 我 们 的 数 党 宝 床 中 能 告 激 我 们 对 于 一 -个 给 定 
的 方程 是 再 有 特定 类 者 的 解 的 最 - - 般 的 工具 ,例如 ,我 们 后 面 将 
看 到 从 地 球 到 月 球 的 所 有 路 径 组 成 的 集合 是 由 元 素 ( 点 ”) 为 曲 
线 的 某 个 空间 ,这 时 ,我们 想 类 道 丰 该 空间 中 是 否 存 在 - -个 点 ， 
即 一 条 路 径 , 使 得 能 以 央 定 的 能 量 带 耗 从 曲线 的 一 端 到 别 - - 端 . 
问答 这 个 问 蚊 的 遂 常 的 方法 是 猜测 这 样 -- 条 路 径 , 然 后 逐次 地 
变换 这 种 猜测 , 真 到 我 们 找到 一 条 变换 后 的 曲线 与 变换 前 的 曲 
线 是 一 样 的 时候 为 上 上, 即 ,直到 在 变换 过 程 中 当前 的 曲线 保持 不 
变 为 庄 , 怡 如 刚刚 券 上 处 过 的 橄 槛 球 耻 排名 问题 中 在 变换 4 下 科 
量 :和 保持 不 变 一 样 .这 样 .- 条 最 终 的 曲线 就 是 变换 的 一 个 不 
动 点 ,而 且 在 通 当 的 条 件 下 就 是 原先 的 最 小 能 量 问题 的 解 . 

遗 健 的 是 ,我 们 将 在 术 章 中 讨论 的 大 名 数 经 上 费 理 论 并 不 告 
诉 我 们 怎样 实际 地 颇 求 不 动 点 ,但 是 如 有 果 要 你 在 干草 堆 中 去 找 
一 根 针 的 证, 最 好 是 在 你 用 干草 久久 起 下 草 开 始 仔 细 半 找 之 前 
能 知道 在 干草 堆 中 确实 有 一 根 针 .这 就 是 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 


:48] 
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打算 回答 的 解 的 存在 性 隔 题 . 现在 让 我 们 来 谈 一 下 曲面 和 空间 . 
之 后 我 们 将 回来 讨论 这 些 于 灸 是 怎样 和 方程 的 求解 有 关 的 . 

在 一 看 ,人 们 会 认为 决定 方程 解 的 存在 性 间 题 和 决定 ,例如 
说 ,为 什么 像 美国 的 柑 槛 球 那 样 的 几何 空间 是 不 同 于 像 面 包 圈 
部 样 的 空间 的 问题 之 间 没 有 什么 要 紧 的 联系 .但 是 拓扑 学 常常 
能 为 你 找到 看 似 无 关 的 事物 辣 的 出 人 意料 的 关系 . 


空间 的 形状 


据说 在 十 希腊 的 拍 拉 轩 学 园 吕 的 入 口外 的 上 方 刻 有 如 下 的 
格言 :“ 从 这 里 进去 的 人 无 人 不 晓 几 何 学 . "而 和 且 直 到 现在 ,大 多 
数 人 人 看 来 部 发 现 几 何 学 是 数学 的 三 个 主要 组 成 部 分 一 一 代数 、 
几何 和 分 析 中 最 协调 的 ,可 能 是 因为 几何 学 是 最 看 得 见 的 
从 而 是 最 赛 易 效 仿 的 . 袜 括 性 地 讲 , 玫 何 学 是 研究 对 象 的 空间 性 
质 的 .我 们 都 训 悉 日 常生 活 中 某 些 这 样 的 对 象 .例如 , 像 一 些 纸 
上 的 一 条 直线 或 者 是 气球 表面 上 的 一 个 圆 那 样 的 对 象 . 像 花 拭 
和 你 的 鞋 带 打 的 结 这 样 的 简单 对 象 也 是 常见 的 几何 对 莹 的 创 
子 . 由 于 几何 学 是 空间 的 数学 抽象 ,所 以 采用 维 数 来 使 其 研究 亲 
理化 是 一 种 自然 的 方法 ,首先 我 们 有 点 , 零 维 的 对 象 .然后 是 上 直 
线 和 曲线 ,它们 是 一 维 的 对 象 ,接着 是 二 维 的 曲面 等 等 .来 自给 
定 维 数 的 一 组 这 样 的 对 象 徇 成 了 数学 上 所 谓 的 一 个 “空间 ”. 又 
若 存在 某 种 概念 能 使 我 们 说 清楚 什么 时 候 这 样 的 空间 中 的 两 个 
对 象 是 “靠近 ”的 话 ,那么 这 个 空间 就 称 为 括 半 空间. 

数学 空间 和 以 许 雪 不 同 的 一 一 有 时 是 相当 异乎 寻常 的 一 一 竺 
点 形成 ,空间 中 的 “点 " 斌 能 是 像 复数 ,无 穷 次 可 微 的 函数 ,甚至 是 
更 为 复 休 的 数学 设计 物 那样 的 事物 .这 正 是 抽象 起 作用 的 力量 所 
在 .抽象 思维 给 予 任何 其 他 数学 领域 的 可 观 的 回报 都 小 于 抽象 古 


名 译注 : 成 立 于 公元 前 387 年 左右 ,为 柏拉图 讲学 的 地 方 . 


维 给 予 拓扑 学 一 一 即 几 何 对 象 在 不 斯 裂 .切断 或 打 碎 的 前 提 下 在 
连续 变形 或 招 曲 下 保持 不 变 的 那样 一 些 性 质 的 研究 一 一 的 回报， 
从 图 2.2 可 看 到 一 个 这 种 拓扑 变形 的 一 个 很 好 的 例子 .该 图 回 我 
们 展示 了 怎样 能 经 由 把 杯子 的 顶 边 和 底面 压 到 一 起 .从 而 把 时 啡 
标 中 的 早 罪 挤 出 来 ,而 把 咖啡 杯 连续 地 变换 成 面包 圈 的 形状 . 


2.2 拒 啤 啡 杯 拓 扑 地 空 的 成 面包 轿 


通常 , 当 我 们 讲 到 几何 学 的 时 候 我 们 心里 都 有 属于 其 个 全 何 
的 一 组 对 象 ,或 "形状 "并 伴 有 这 些 形 状 的 各 种 几 柯 性 质 以 及 "或 
者 ) 它 们 之 间 的 各 种 关系 ,最 好 的 例子 就 是 我 们 大 家 在 中 学 中 次 
劲 学 习 过 的 简朴 十 老 的 网 氏 有 平面 几何 ,我 们 尽 自 己 的 最 大 努力 挑 
选 出 像 直线 ,圆周 .梯形 以 及 所 有 其 他 简单 形状 的 性 质 中 的 某 些 
逻辑 上 殉情 可 击 的 奥秘 ,一 -个 这 样 的 奥秘 ,例如 说 ,就 是 以 十 问 知 
的 事实 ,三 角形 王 上 内角 之 和 等 于 180°. 但 是 我 们 也 知道 这 些 和 与 秘 
有 顿 于 对 象 “ 居 住 ~ 的 基本 区 域 .例如 说 ,了 网 氏 对 象 生 活 亦 平坦 的 
二 维 平面 {如果 你 应 意 想象 的 话 , 就 起 - - 张 纸 } 上 的 日 常生 活 的 领 
域 中 .但 如 车 把 我 们 的 直线 .梯形 和 圆周 看 作 是 居住 在 男 -个 很 
不 一 样 的 区 域 (例如 说 球 的 表面 ) 上 的 话 , 那 么 我 们 将 得 到 ,请 是 
三 角形 三 个 内 角 之 和 总 是 大 于 180° 这 样 的 极 不 相同 的 -组 性 质 . 
所 以 对 象 所 戏 和 的 基本 空间 可 能 会 影响 到 对 象 的 几何 性 质 . 

整个 19 世纪 中 期 ,引进 并 研究 了 许多 不 启 的 几何 学 一 -- 欧 
拱 . 非 欧 .解析 、 仿 射 . 投 影 几 何 学 ,等 等 .但 是 直到 下. 克 莱 夫 由 


全 ”译注 :Christian Felix Klein ,1849.4.25 - 1925.65.22, 施 因数 党 家 ， 
1872 年 ,在 他 就 任 翅 尔 即 根 天 学 教授 时 ,以 g 基 二 近 供 研究 的 比较 考察 为 
题 发 表 就 职 演说 ,这 就 且 芍 名 的 * 玉 尔 朗 根 纲领 》. 
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于 1872 年 发 表 了 他 的 背 名 的 $ 埃 尔 朗 根 纲领 》 才 最 终 筹 划 出 了 
使 几何 学 系统 化 的 协调 一 致 的 框架 . 克 莱 因 研究 几何 学 的 纲领 
基于 下 列 关键 思想 :把 一 种 几何 和 男 一 种 几何 区 分 开 来 的 是 研 
究 对 象 在 遵从 特定 类 型 的 变换 下 是 如 何 表现 的 . 克 莱 因 看 出 了 
在 这 个 研究 纲领 中 决定 性 的 要 素 是 揭示 这 些 在 给 定 的 一 给 变换 
下 对 象 保 持 国定 一 一 战 者 说 不 变 一 一 的 命题 . 

例如 ,网 氏 几 何 右 由 以 下 性 质 和 其 他 几何 区 别 并 来 的 , 则 平 
面 上 的 例如 圆周 和 三 角形 那样 的 对 象 在 刚体 运动 一 一 旋转 确定 
的 角度 ,平移 到 平面 上 一 个 新 的 位 置 ,以 及 ! 或 者 } 关 于 一 条 固定 
真 线 的 反射 一 一 下 保持 不 变 , 不 像 前 面 讨论 过 的 瑚 晨 林 宏 化 中 
的 连续 变形 ,这 些 基 不 会 使 对 象 发 生变 形 或 " 题 曲 "的 变换 . 四 为 
诸如 三 角形 的 角 以 及 圈 面 积 等 的 性 质 最 终 都 化 归 为 直线 在 刚体 
运动 的 变换 下 平面 上 直线 段 长 度 的 不 变性 ,把 网 氏 几 何 从 所 有 
其 他 的 几何 区 分 开 来 的 是 在 下 述 变 换 下 , 妈 如 巢 我 们 经 由 把 对 
象 挑 出 来 ,移动 到 一 个 新 的 位 置 ,旋转 -下 或 考 美 于 固定 的 直线 
的 反射 一 一 但 不 以 任何 方式 指 曲 .伸缩 或 者 变形 对 象 的 实 换 下 
保持 不 变 的 命题 . 

所 有 刚体 运动 的 集合 构成 了 数学 家 所 谓 的 变换 群 , 而 克 菜 
因 的 4 埃 尔 朗 根 网 领 3 把 几何 学 的 每 个 分 支 看 作 是 讨论 在 - -种 特 
定 的 这 样 的 群 下 保持 不 变 的 几何 对 象 的 这 些 性 质 的 学 科 . 克 莱 
因 试 图 证 明 的 是 ,给 予 一 种 几何 以 "个 性 "的 变换 群 , 不 是 对 象 本 
身 , 从 而 我 们 应 该 集中 注意 力 于 在 某 种 群 的 基本 性 质 下 对 象 是 
怎样 变换 的 而 不 是 注目 于 对 象 本 身 . 

我 们 在 本 章 中 的 主要 绅 的 之 -就 是 要 追随 克 莱 因 的 富 
言 一 一 俱 只 在 监 面 的 范围 内 .所 以 我 们 从 丙 张 曲 面 开始 并 提 疗 : 
能 否 把 两 张 曲 面 中 的 一 张 连续 形变 为 男 -- 张 ? 即 这 两 个 空间 是 
拓扑 等 价 的 吗 ? 对 像 篮球 那样 很 圆 的 球 击 进行 计算 毕竟 要 比 对 
像 英 式 橄 覃 球 那样 奇怪 形状 的 对 象 的 计算 机 容易 得 多 .但 是 妇 
果 你 知道 怎样 用 某 种 变换 群 把 篮球 变换 成 英 式 概 槛 球 ,那么 ,你 


站 三 荆 多 村 册 虹 


就 可 以 只 对 球面 的 情形 许 算 ,并 把 最 后 的 结果 变换 回 英 式 覆 榄 
球 的 情 撒 . 正 是 两 个 空间 一 一 血球 和 英 式 橄榄 球 一 一 的 拓扑 等 
价 性 使 得 这 样 的 做 法 成 为 可 能 . 而 且 正 是 拓扑 学 告诉 我 们 何 时 
两 个 看 似 不 同 的 对 象 ,或 空间 ,实际 上 能 把 一 个 变换 成 男 一 个 ， 

从 前 面 的 论述 我 们 知道 如 果 两 张 曲面 是 由 咖啡 林 利 面包 图 
形 或 的 话 ,那么 我 们 的 查 问 的 答案 是 肯定 的 ,这 两 张 笛 面 是 拓扑 
等 价 的 曲面 . 们 是 我 们 要 追求 更 大 的 目标 .我 们 需 昌 能 对 一 切 曲 
面 对 问 符 该 问题 的 一 般 理 论 . 研究 这 样 一 种 理论 需要 寻求 在 的 
面 的 任何 连续 变换 下 保持 不 变 的 曲面 的 性 质 . 如 果 一 个 曲 疝 的 
这 些 性 质 的 数值 和 和男- -个 曲面 的 数值 是 相 网 的 ,那么 这 上 是 个 曲 
面 可 能 是 等 价 鸣 , 即 可 专 连 续 地 把 一 个 变换 成 另 -- 个 .但 如 果 对 
两 个 明 面 来 说 即使 站 有 一 个 这 样 的 性 质 的 数值 不 同 ,那么 ,它们 
肯定 是 不 等 价 的 .所 以 我 们 要 问 为 决定 何 时 商 个 曲面 是 等 价 的 
问题 需要 什么 样 的 性 质 以 及 多 少 这 样 的 性 质 . 

我 们 将 会 在 到, 甘 大 多 数 曲 面 来 说 有 可 能 彻底 回答 这 些 问 
题 .但 对 于 高 维 空间 来 说 事情 就 变 得 远 为 难以 提 摸 了 ,即使 中 我 
们 只 是 从 曲面 转向 通常 的 三 维 室 间 ,这 就 是 为 什么 本 章 大 部 分 
只 限于 讨论 曲面 (除了 这 时 我 们 能 画 出 很 好 的 图 形 外 ) 的 永 央 . 
但 是 这 和 变换 的 不 动 点 区 有 什么 关系 呢 ? 

假定 代替 两 个 曲面 ,xX 和 YY, 我 们 考虑 的 是 两 个 高 维 的 拓扑 
空间 X 和 了 .而 且 只 考虑 者 = 了 的 特殊 情形 .所 以 我 们 考虑 的 是 
一 个 空间 到 其 自身 的 连续 变换 , 现在 我 们 可 以 间 一 个 类 似 的 问 
题 :在 所 有 这 样 的 亚 拘 下 保持 不 变 的 东西 ,如果 有 的 话 , 评 什么 ” 
这 就 是 不 动 点 要 登场 的 地 方 了 ,因为 可 能 没有 任何 点 会 保持 不 
动 . 例如 ,考虑 圆周 转动 一 个 确定 的 角度 . 这 时 ,在 转动 下 每 个 点 
都 移动 到 男 一 个 位 置 工 赤 了 ;因此 ,没有 不 动 点 .所 以 存在 趟 动 
点 的 问题 就 变 成 决定 为 确保 在 每 个 空间 白 身 到 自身 的 连续 ( 即 
拓扑 }) 映 射 下 至 少 有 一 个 该 空间 的 点 保持 不 变 的 空间 六 必须 具 
有 的 性 质 的 问题 . 
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如 果 一 个 空间 在 某 类 变换 下 有 不 动 点 ,那么 数学 上 就 对 它 
有 兴趣 .但 是 如 车 它 没有 不 动 点 ,那么 数学 上 对 它 也 有 兴趣 . 实 
际 上 ,这 两 个 问题 同样 是 有 兴趣 和 重要 的 .如 橄榄 球 队 的 排名 和 
登 月 的 例子 所 表明 的 ,许多 问题 的 可 能 解 的 集合 可 以 看 作 某 个 
抽象 的 数学 空间 中 的 点 . 而 这 些 点 中 是 否 存在 一 点 真是 所 痊 虚 
问题 的 解 , 几 乎 总 可 表述 为 关于 该 空间 在 特定 类 型 的 变换 下 该 
空间 是 否 存 在 不 动 点 的 问题 .而 空间 的 连续 变换 是 非常 一 般 的 
变换 ,这 种 变换 多 许 只 要 不 把 空间 " 据 裂 "成 碎片 的 任 问 类 型 的 
变形 .这 种 一 般 性 就 使 我 们 能 把 在 生物 学 .经济 学 、 物 理学 和 和 工 
程 中 提出 的 有 关 方 程 解 的 存在 性 的 许多 问题 表述 为 不 动 点 的 问 
题 .本 章 后 半 部 分 的 大 部 分 专门 用 来 说 明 怎 样 表述 为 不 动 点 
问题 . 

所 以 我 们 找到 了 空间 (例如 ,曲面 } 分 类 的 问题 和 方程 求解 
( 即 求 不 动 点 ) 之 间 共 有 的 环节 就 是 空间 X 的 连续 变换 的 概 镶 . 
一 种 情形 是 ,X 被 连续 地 映射 到 一 个 可 能 不 同 的 空间 Y; 员 一 -种 
情形 是 ,X 被 映射 到 自身 .但 是 在 两 种 情形 下 我 们 要 回答 的 问 
题 的 本 质 是 相同 的 .我 们 要 求 该 空间 在 连续 变化 下 保持 不 变 的 
一 个 点 或 一 条 性 质 , 然后 用 该 条 人 性质 或 点 来 决定 (1) 空 间 X 和 Y 
是 否 是 拓扑 等 价 的 ,或 (2) 空 间 X 是 否 有 一 个 不 动 点 . 求 这 些 不 
变 的 性 质 或 点 正 是 拓扑 学 能 起 作用 的 很 大 一 部 分 . 


折 扑 学 


好 了 ,现在 我 们 知道 拓扑 学 就 是 研究 几何 对 象 在 经 受 了 连 
续 变 换 后 保持 不 变 的 那些 性 质 的 .很 好 .所 以 不 把 我 们 的 变换 中 
于 定义 我 们 称 之 为 欧 氏 几何 的 性 质 的 刚体 运动 ,现在 我 们 允许 
对 象 的 任何 变换 或 映射 ,只 要 求 开 始 时 靠近 的 两 点 变换 后 仍 是 
靠近 的 .我 们 不 想 多 许 空间 的 任何 连续 蛮 换 ,而 只 允许 那样 一 些 
连续 变换 , 它 使 得 变换 后 的 空间 的 任何 一 点 对 应 到 而 且 只 对 应 
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到 原 室 卫 的 -点 , 妥 之 亦 然 .换言之 ,我 们 考虑 的 变换 是 连 绪 的 ， 
上 其 有 连续 的 道 变换 , 弄 晶 是“ 上映 上 ”的 , 意 即 目标 空间 中 的 任 -点 
对 应 于 变换 的 源 谤 间 中 的 某 -一 点 .用 数学 术语 来 说 ,这 种 变换 称 
为 同 有 是 .所 以 括 裂 和 打 太 的 变换 是 不 允许 的 ,但 弯曲 和 伸展 的 灾 
换 蚌 可 以 接受 的 . 

拓扑 学 中 刘 许 的 变换 的 类 型 是 如此 的 一 般 致 使 当 我 们 从 所 
有 可 能 的 连续 变 搞 中 和 法 取 变换 来 变形 对 象 时 只 有 对 象 的 最 基本 
的 性 质 才 能 保持 不 变 . 为 此 ,拓扑 学 常常 被 称 为 "橡皮 片 岂 何 
学 ,这 反映 了 了 下面 的 如 想 , 妈 我 们 可 以 在 像 气 球 的 表面 眶 外 科 
诺 生 的 手套 那样 的 东西 上 画 介 种 东 机 , 当 我 们 用 伸展 , 紧 夭 :或 其 
他 方法 连续 变形 橡皮 片 时 保持 不 变 的 仅 有 的 对 象 的 性 质 就 是 我 
们 称 之 为 括 扑 性 质 的 堵 些 性 质 ， 

我 想 本 扑 性 质 与 我 们 熟悉 的 欧 拓 几何 中 的 不 变性 岳 号, 芭 木 
相间 的 这 一 点 是 显然 的 .例如 ,象征 三 角形 的 性 质 相 是 拓扑 性 
质 , 册 为 我 们 可 以 把 一角 蕊 连续 地 灾 丧 为 圆周 ,类 似 地 象征 橄榄 
球 的 性 质 也 不 是 拓扑 性 质 ,因为 我 们 可 以 把 李 槛 球 连 续 地 挤 压 
成 棒球 .或 者 也 可 连续 变形 为 足球 ， 

那么 什么 样 的 性 夺 是 拓扑 性 质 昵 ?有 洞 就 是 这 样 一 种 拓扑 
性 和 质 . 例 如 ,虽然 面包 圈 可 以 连续 好 变形 为 别 罪 杯 , 但 不 可 能 把 它 
扭曲 并 塑造 成 -- 只 没有 有 润 的 棒球 . 有 边 ( 即 , 边 漠 } 是 男 一 条 拓扑 
性 质 .例如 ,圆周 是 没 胺 的 ,而 直线 段 有 边 ( 它 的 两 个 端点 ) .无 
法 把 图 周 连 续 地 变形 为 赫 线段 ,因为 任何 这 样 的 变换 都 将 把 下 线 
段 的 酚 个 端点 映 到 略 周 工 的 同 -- 个 点 ,从 抽 酸 坏 了 灾 换 其 一 -对 
应 的 要 求 .换言之 ,为 把 圆周 映 成 喜 线段 我 们 必须 断 开 图 周 . 

就 数学 内 部 和 外 部 的 洗 多 应 用 而 青 ,知道 什么 娄 型 的 几何 
对 和 象 可 以 互相 连续 位 形 晨 极为 重要 的 .因为 像 二 角形 .圆周 和 球 
面 这 样 的 一 类 标准 的 几何 对 象 是 容易 从 数学 上 进行 赋 究 和 计算 
的 ,而 像 郁 槛 球 那 样 的 见 何 对 象 精 襄 就 不 是 这 样 了 .所 以 如 昱 我 
们 有 一 个 可 以 支配 的 把 像 构 槛 球 那 样 的 " 力 难 的 "空间 连续 皮 变 
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形 为 像 球 面 那样 “容易 的 "空间 的 变换 ,那么 我 们 在 球面 上 进行 
各 种 数学 研究 ,然后 就 可 以 利用 这 个 已 知 的 变换 把 这 些 古 究 结 
果 转 多 成 构 槛 球 上 的 结果 .所 以 为 简化 我 们 前 数学 研究 活动 ,我 
们 想 知道 能 连续 变形 到 ,例如 说 ,球面 的 所 有 对 每 .然后 ,我 们 把 
所 有 这 样 的 对 象 妇 并 成 -- 类 , 称 为 "SPHERES" (球面 ), 从 而 只 
要 研究 一 个 “标准 的 ”球面 就 能 一 下 子 研究 了 该 集合 中 任何 元 未 
的 性 质 .集合 "SPHERES" 就 是 所 谓 的 等 价 类 ,而 (看 上 去 像 馆 球 
的 ) 标 准 球面 称 为 类 “SPHERES" 的 典型 代表 .因为 ,根据 定 文 ， 
类 "SPHERES "中 任何 两 个 对 象 可 以 经 由 一 个 折 扑 { 即 ,连续 ) 变 
换 把 其 中 一 个 变形 为 另 一 个 ,所 以 我 们 称 它们 是 括 扑 等 价 的 . 直 
我 们 进一步 深入 考察 一 下 这 个 概念 . 


拓扑 等 价 


为 简单 起 见 ,我 们 只 限于 讨论 有 界 曲 面 那 样 的 拓扑 空间 . 粗 
略 地 讲 ,曲面 就 是 任何 局 部 看 起 来 就 像 是 普通 的 二 维 平面 的 拓扑 
空间 ,这 意味 着 在 这 样 的 空间 中 走动 的 一 只 蚂蚁 是 看 不 到 该 空间 
的 总 体 的 扭曲 和 转动 的 ,而 是 认为 它 是 生活 在 一 张 平 坦 的 纸 那 样 
的 空间 中 ,就 如 同 我 们 人 类 会 认为 我 们 是 生活 在 一 个 平坦 的 平面 
上 那样 ,直到 我 们 登 上 像 协和 式 飞 机 或 宇宙 飞船 那样 飞 得 很 由 的 
飞行 器 并 实际 上 看 到 地 球 的 弯曲 时 才 会 发 现 情 况 并 不 那样 ， 

像 妹 面 那样 的 一 些 曲 面 是 有 界 的 ,而 像 平 面 屎 2 那样 的 另 一 些 
曲面 就 不 是 有 界 的 ,您 可 以 在 球面 上 走动 而 永远 不 可 能 离开 球面 ， 
就 像 我 们 中 的 大 多 数 人 一 生 都 是 在 地 球 表 面 上 走动 一 样 .此 外 , 售 
孕 面 上 的 图 盘 那 样 的 一 些 曲 面具 有 边界 , 面 像 球面 那样 的 另 一 些 曲 
面 则 根本 没有 边界 .这 意味 着 对 圆 盘 来 说 有 一 条 曲线 把 它 的 点 “图 
了 起 来 ”, 如 果 你 跨 过 了 这 条 曲线 你 就 可 以 离开 这 个 曲面 .这 样 一 条 
曲线 称 为 曲面 的 边界 .球面 上 就 没有 这 样 一 条 曲线 ;如 果 你 穿 过 球 
面 上 任何 一 条 闭 曲 线 ,你 仍然 在 球面 上 . 所 以 球面 是 有 界 的 . 闭 的 ， 


但 没有 边界 .无 边 的 连通 巾 面 (全 部 在 一 片上 的 那些 曲面 ) 称 为 闭 曲 
画 . 所 以 球面 是 闭 曲 面 而 贺 盘 涉 是 闭 曲 面 . 

图 2.3 展示 了 一 组 曲面 ,其 中 有 一 些 是 拓扑 等 价 的 .例如 ， 
我 们 已 经 知道 有 可 能 把 数学 上 称 为 环 面 的 面包 图 形状 的 对 象 通 
过 抓 住 环 面 的 一 部 分 使 劲 地 拉 的 方式 连续 地 变形 为 有 一 个 环 桥 
的 球面 .三 叶 形 管 也 拓扑 等 价 于 坏 面 ,从 而 拓扑 等 价 于 有 一 个 环 
柄 的 球面 就 不 那么 显而易见 了 一 一 不 过 确实 如 此 .顺便 说 一 下 ， 
有 三 个 环 柄 的 球面 说 明了 曲面 被 扭曲 或 打 结 的 方式 并 不 是 曲面 
自身 的 内 曹 拓扑 性 质 , 而 是 有 赖 于 曲面 是 怎样 被 嵌入 到 局 围 的 
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迁 面 


三 叶 形 管 莫 比 筷 斯 带 
图 2.3 -- 些 曲面 


空间 中 的 .所 以 如 果 你 是 生活 在 有 三 个 环 炳 的 球面 上 的 一 上 只 一 
维 的 蜡 螂 ,那么 你 就 不 可 能 说 你 不 曾 生活 在 环 面 上 , 你 必须 跳出 
你 那个 扭曲 的 , 折 过 的 有 三 个 环 柄 的 球面 的 世界 才能 发 现 ,这 是 
打 了 结 的 . 打 了 结 的 ( "项 皮 的 "9 不 是 在 拓扑 变换 下 保持 不 变 的 
性 质 . 但 有 洞 (神圣 的 "?) 却 是 在 拓扑 变换 下 保持 不 变 的 性 质 。 

拓扑 学 的 一 个 主要 目的 就 是 试图 对 所 有 的 拓扑 空间 进行 分 
类 . 就 闭 曲面 而 言 ,分 类 问题 归结 为 提供 一 张 妆 曲 面 的 表 使 得 每 
个 闭 曲 面 都 能 被 连续 地 变形 为 这 张 表 中 的 一 个 而 且 只 有 一 个 曲 
面 .对 于 这 样 的 闭 曲 而 实际 上 可 以 显 式 地 给 出 这 样 的 一 张 表 , 而 
且 结 采 证 明 这 还 是 - 张 很 短 的 表 . 事实 上 ,这 张 表 只 包括 两 类 基 
本 不 同类 型 的 闭 曲 面 :有 环 柄 的 球面 和 涡 有 所 谓 的 交叉 大 的 球 
面 ,我 们 马上 就 要 来 给 出 其 定义 .任何 其 他 的 闭 申 面 都 可以 连续 
地 变形 为 这 两 类 曲面 中 的 - -类 .但 是 为 了 证 明 这 点 ,我 们 首先 要 

[56- 存 我 们 这 个 拓扑 学 的 炖 锅 里 搅拌 进 稍 多 一 点 的 数学 成 分 . 


图 2.4 在 瘟 比 乌 斯 带 上 绕 行 -图 
我 们 来 考虑 一 下 在 所 有 的 曲面 中 也 许 是 记述 得 最 好 的 , 即 


使 不 是 最 重要 的 曲面 , 即 “ 莫 比 乌 斯 二 带 ". 这 个 小 玩意 儿 可 用 以 
下 方式 做 成 , 取 一 条 纸 带 .扭转 纸 的 “ 端 一 半 并 和 另 一 端 粘贴 在 


全 诺 广 :sgushus Ferdinand Mabius，1790.11.17 ~- 1868.9.26. 德 内 


一 起 . 结 打 得 到 有 一 条 边 的 开 曲 面 , 而 不 是 无 边 的 于 虹 面 .如 果 
你 能 在 莫 比 乌 斯 带 上 行 老 , 整 个 走 - 圈 时 看 起 来 就 如 图 2.4 所 
未 的 那样 . 售 令 人 了 诛 讨 的 ,不 像 在 球面 上 绕 行 - 圈 正 好 回 到 你 出 
发 的 地 点 ,号 好 像 什 么 事 也 没 发 牛 过 似 的 .而 莫 比 巴 斯 田 人 或 让 


人 人 却 并 不 回 到 他 或 她 的 绕 行 型 发 点 的 同样 的 指向 , 绕 行 一 圈 贡 .: 


把 莫 比 与 斯 人 变换 到 弛 或 她 自己 的 柑 度 的 措 门 , 基 他 或 她 "颠倒 
地 " 阿 到 诛 地 .有 具有 这 种 忻 质 的 曲面 称 为 第 可 定向 的 遇 面 ,因为 
不 可 能 相 容 地 定 文蛤 面 的 走出 和 石 删 . 劳 -方面 , 像 球 而 那样 的 
曲面 是 可 定向 的 , 圭 为 如 上 果 你 沿 着 一 一 -例如 说 一 个 太 图 一 一 站 
的 话 你 加 到 麻 地 旦 指出 相 辐 . 

现在 问 到 对 所 存 的 闭 曲 面 进 行 分 类 的 问题 ,结果 证 前 :所 有 
阿 可 定向 曲面 可 以 连续 变形 到 -一 个 具有 位 定 个 数 环 柄 的 球面 . 环 
本 的 个 数 g 称 为 卢 面 的 亏 格 .所 以 .例如 说 ,球面 折 扑 等 价 于 汪 有 
环 柄 的 球面 , 环 订 变形 为 我 们 导 就 知道 的 有 “个 环 柄 的 球面 ， 
而 图 2.3 说明 纽 结 状 椒盐 能 饼 吕 塑造 为 有 两 个 环 林 的 球 疝 .等 
等 .因此 ,人 拓扑 党 的 观点 看 我 们 沉 要 关心 的 仅 有 的 可 定 间 者 向 
般 是 具有 环 柄 的 球面 .在 大 关于 不 避 定 向 曲面 又 会 怎样 呢 ? 

几何 上 . 讲 , 不 大 论 向 闭 曲面 的 情形 只 是 比 可 定 问 潮 曲面 的 肯 形 
梢 为 上 汲 难 懂 - -点 .为 了 解 这 类 曲面 的 典型 代表 是 什么 ,我 们 需要 
引进 一 个 新 的 概念 . 取 - - 张 曲 面 并 逢 上面 切 出 一 个 洞 . 这 个 洞 是 一 
条 单个 的 测 周 形 的 边 . 英 比 乌 斯 条 也 有 一 条 单个 的 贺 周 形 的 过 .所 
以 我 们 吓 以 把 洞 移 边 和 葛 比 乌 斯 带 达 对 这 地 颖 在 一 起 ,如 图 2.5 所 
未 .如 果 允 尝 莫 比 乌 斯 带 可 以 自 交 的 活 , 这 从 能 在 三 维 的 情形 看 得 
见 ; 数 学 上 ,没有 这 样 的 自 交 . 链 上 莫 比 乌 斯 带 后 得 到 的 曲面 称 为 交 
又 套 ,因为 讲述 这 样 的 曲面 的 细节 和 性 质 将 使 我 们 离 题 太 过 , 臣 们 
建议 有 兴趣 的 读者 参阅 书后 文献 目 庆 中 列 出 的 文献 以 了 解 更 多 的 
信息 .这 里 只 要 说 清 以 下 事实 就 足够 了 , 即 交 叉 套 是 拓扑 等 价 于 莫 
比 乌 斯 带 的 ;因此 ,区 又 总 是 不 可 定向 的 ,可 以 证 明 症 向 不 可 定 疝 的 
闭 曲 闸 扫 扑 等 价 于 内 有 消 定 个 数 g 1 交叉 矢 的 球面 .和 可 定向 曲 
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面 的 情形 一 样 ,g 称 为 曲面 的 亏 格 . 


2.5 交叉 套 


更 在 我 们 把 刚刚 学 到 的 关于 堵 曲 面 的 拓扑 等 价 性 的 知识 总 
结 在 下 列 基本 结果 中 . 


关于 闭 此 而 的 分 类 定理 

a. 每 个 可 定向 的 闭 曲 面 拓 盾 等 价 于 一 个 具有 确定 个 数 
{8 宇 0) 环 桥 的 球面 . 

5.， 每 个 不 可 定向 的 闭 曲 面 拓 站 等 价 于 一 个 具有 确定 个 数 
{gg 守 1) 交叉 套 的 球面 . 


上 面 的 考 起 导致 了 多 多 少 少 令 人 欣慰 的 结论 ,任何 其 他 闭 曲 面 
都 与 之 拓扑 等 价 的 标准 曲面 表 只 包含 具有 环 栖 的 球面 (对 可 定向 的 
曲调 或 者 具有 交叉 塞 的 球面 (对 不 可 定向 的 曲 曾 .不 幸 的 是 , 当 我 
们 转向 更 高 维 的 拓扑 空间 时 ,情形 很 快 变 得 更 为 复杂 ,不 过 ,总 的 计 
划 是 一 样 的 :生产 出 一 张 关 于 所 要 求 的 维 数 的 "标准 "的 拓扑 空间 的 
表 , 使 得 任何 同样 维 数 的 拓扑 空间 可 以 连续 变形 到 这 张 表 中 的 恰好 
一 个 元 素 . 具 有 环 面 或 交叉 套 的 球面 穷尽 了 标准 闭 曲 面 的 表 ; 在 高 
[59] 维 的 情形 ,与 只 是 具有 坏 柄 或 交叉 套 的 球面 的 高 维 类 似 物 更 复杂 的 
对 象 的 有 关 分 类 相 比 只 有 部 分 的 分 类 结果 可 以 利用 . 
反应 敏锐 的 读者 可 能 会 想到 试 着 去 构造 一 个 力 有 环 梢 又 有 
变 叉 套 的 曲面 .这 是 可 以 做 到 的 ,例如 ,在 球面 上 切 出 三 个 镁 ,把 


-~ 站 站 一 


有 段 圆柱 面 的 两 喧 和 疝 个 洞 粘 贴 栖 一起, 册 把 一 条 莫 比 乌 斯 带 
链 刘 第 三 个 洞 上 去 .这 些 操作 似乎 生成 了 … 个 既是 可 定向 的 ! 因 
为 它 和 有 有 一 个 环 柄 7 又 是 不 可 定向 的 { 因为 它 有 一 个 三 又 套 ) 曲 面 . 
那么 它 究 竟 是 哪 种 曲面 呢 ? 

为 解决 这 个 难题 ,这 里 有 -- 个 说 明和 你 所 得 到 的 是 一 个 只有 
三 个 交叉 套 的 不 可 定向 曲面 的 简短 的 论证 , 它 是 由 C' 泽 友 
(Christopher Xeeman} 用 十 斯 图 尔 特 (lan Stewar) 的 方法 给 出 的 . 
把 环 面 设想 为 :个 柄 附着 在 球面 上 .缩小 附着 在 球面 上 的 十 个 
图 舟 中 的 一 个 . 然 行 沿 莫 比 乌 斯 带 迁 称 . 为 了 道 转 其 定向 ,接着 
又 返回 原来 的 位 置 .现在 环 面 变 成 .个 内 链 的 克 葬 因 漆 , 它 是 由 
两 个 英 比 乌 捧 带 沿 其 边 绿 勾 在 一 起 构成 的 .因此 得 到 的 曲面 其 
有 三 个 内 猴 的 蓉 比 乌 斯 带 ; 两 个 形成 该 克 莱 因 挫 , 再 加 上 原先 内 
色 形 成 交叉 套 的 -- 个 英 比 乌 斯 带 . 

这 个 小 练习 展示 的 只 是 蔓 南 上 一 小 块 非 定 向 部 分 使 得 整 
个 曲面 成 为 非 定 向 曲面 .定向 性 基本 上 是 一 种 整体 性 质 . 原先 
的 具有 一 全 柄 和 下面 天 是 丰 起 来 在 个 大 的 子 
集 上 是 "局 部 可 定 阿 的 J “大 "是 没有 总 交 
的 -我 们 可 以 很 容易 变形 该 曲 曾 使 之 有 个 “大 "的 莫 比 马 斯 
带 和 和 - -个 "级 小 的 " 环 别 . 

只 是 为 了 了 解 当 只是 提高 一 个 单个 的 维 数 时 理 手 的 事情 会 

变 得 怎样 更 加 园 手 ,我们 米 简 要 地 考虑 - -下 着 名 的 庞 加 菜 必 竹 
想 这 个 为 时 其 久 的 断言 与 所 谓 的 单 连通 . 闭 三 维 流 形 有 关 . 这 只 
是 对 空间 的 数学 行 话 , 防 空间 的 每 点 附近 看 起 来 像 通 常 的 : 维 
空间 ,而 又 没有”" 边 ”. 意 即 没有 二 维 的 边界 .最 后 “ 单 连通 "的 意 


全 译注，Joies Henri Poincaré ,1854 .4.29 ~ 1912 .7 . 17 ,法 困 数 睛 :家 、 
数学 物理 学 家 ,理论 天 立 学 家 .哲学 家 . 散 公 认为 是 19 世纪 进入 20 许 纪 寺 
最 伟 太 的 数学 家 ,半天 体 洲 化 党 ,相对 论 各 拓 站 学 的 现代 概念 有 深远 罗 影 
星 . 
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思 是 指 流 形 是 整个 的 一 块 而 不 是 三 维 空间 中 分 离开 的 “ 志 ” 的 并 


; 集 . 论 加 莱 和 猜想 断言 :每 个 单 连 通 闭 三 维 流 形 等 价 于 三 维 球 耳 |. 


庞 加 莱 鳞 想 的 青 定 的 解决 将 导 钙 周三 维 流 形 的 完全 分 类 ， 
它 类 似 于 我 们 对 闭 二 维 流 形 , 即 闵 曲 面 ,的 完全 分 类 ,但 是 尽管 
许多 人 试图 证 明 这 个 看 似 简 单 的 命题 ,但 志 今 它 仍 是 最 大 的 数 
学 中 尚未 解决 的 问题 之 --. 十 分 有 趣 的 是 ,对 所 有 维 数 不 等 于 3 
的 情形 该 猜想 都 已 状 解 决 .所 以 ,三 维 空间 看 起 来 有 点 像 介 寺 
“ 冷 " 维 数 1 和 2{ 在 那里 没有 什么 余地 可 以 出 铺 ) 和 大 于 3 的 
“ 热 " 维 数 ( 在 完全 分 类 的 道路 上 有 足够 的 障碍 有 待 克服 ) 之 间 的 
金发 状 毛 莽 嘴 . 所 以 三 维 空间 是 不 太 热 及 不 太 冷 的 空间 ,恰好 使 
庞 加 莱 猜 想 成 为 迄今 尚未 解决 的 公开 问题 . 


不 动 点 游戏 


我 们 来 玩 一 个 由 图 2.6 所 示 的 简单 的 只 用 到 纸 和 笔 的 游 
戏 . 规 则 旭 下 :首先 在 重 直 线段 x =0 和 <*=1 的 每 一 条 上 任 画 
一 点 .然后 用 你 的 笔 不 漓 升 纸 地 夯 -- 条 连接 该 两 点 的 决 不 能 页 
到 划分 该 正方 形 对 角 线 的 曲线 .不 用 做 太 多 的 实验 就 会 知道 这 
是 个 没有 多 大 意义 的 游 蓝 ,因为 没有 赢 的 策略 .每 一 条 连接 该 两 
点 的 连续 曲线 必定 会 碰 到 对 角 线 上 至 少 一 点 ,以 下 就 是 理由 . 


t 


图 2.6 不 动 点 游 烧 


任何 从 重 刀 线 =:D 出 发 在 重 直 线 x = 1 终止 的 连续 碍 线 
可 以 看 作 是 单位 区 间 6sx 过 1 到 白 身 的 : -个 变换 ,因为 蕊 把 该 
人 区 间 上 每 一点 和 该 曲 瑟 Ctx) 开 的 也 位 于 和 1 之 向 的 田 一 点 
相 联 系 . 对 角 线 对 宣王 闪 该 灾 摘 下 把 点 映 刘 白 身 的 点 的 集合 . 国 
此 ,任何 点 ， 被 映射 全 和 角 线 上 一 点 就 是 该 映射 C 的 一 个 不 动 
点 .换言之 ,这 是 一 个 使 有 (zy = 的 点 .根据 起 初 应 妇 坊 于 匣 
兰 数 学 家 布 劳 威 尔 的 纶 证 ,让 明了 每 _ 茶 把 单位 区 问 映 射 旬 和 白 
二 的 这 样 的 曲线 : 定 至 少 有 --- 个 丰 动 点 .所 以 在 不 动 点 游 能 中 
是 无 法 崛 的 . 

轩 为 刚刚 给 出 的 天 于 :在 不 动 点 游戏 中 你 永远 设 有 和 希望 台 的 
不 可 能 的 论证 对 欣 有 把 单位 区 问 映 到 自身 的 变换 都 成 并 , 匠 以 
具有 不 动 点 的 这 个 性 质 实际 上 更 像 星 构成 单位 区 间 的 点 集 的 性 
质 而 不 是 特定 的 变换 《 的 特征 .这 -观察 结果 引导 我 们 去 癌 : 
像 单 个 区 了 癌 这 样 的 具有 这 和 神 " 不 动 点 性 质 "的 集合 是 什么 呢 ， 关 
于 这 个 问题 的 答案 将 使 我 们 能 事先 告知 是 否 -一 个 给 定 的 空间 在 
抒 它 自身 且 到 自身 的 爱 续 变换 下 有 -个 不 动 点 .而 及 ,这样 的 知 
识 结 合 着 有 关 什 么 样 的 空间 是 等 价 于 什么 样 的 另外 的 空间 的 信 
息 会 使 我 们 很 白人 入 地 说 明 方程 何 时 有 解 以 及 何 时 无 解 一 一 [而 不 
必 真 正 显 式 地 拿 出 解 来 .在 我 们 投入 时 间 ,精力 和 金钱 试图 点 寻 
找 之 前 就 知道 针 确 实在 于 草 堆 中 .为 我 们 自己 提供 这 种 数学 武 
器 就 是 本 章 的 主题 . 


解 方 程 


迁 今 ,我 们 把 注意 力 素 中 于 尖 定 何 时 两 个 空间 ( 即 ,几何 对 
象 的 集 人 台 ) 是 同一 的 ,至 少 就 其 拓扑 性 质 而 言 是 同一 的 问题 上 ， 
遵循 下 ' 克 菜 因 的 埃 尔 表 根 网 领 的 步 冶 ,我 们 通过 试图 揭 朱 在 一 
丝 竺 定 的 变换 5 所 在 空 同 的 连续 变换 的 集合 ) 下 保持 不 变 的 对 象 
的 那些 性 质 来 探 计 该 问题 ,但 是 就 我 们 在 前 面 看 到 的 ,于 及 一 
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162; 类 在 数学 中 也 极 具 重要 性 的 不 变性 问题 , 它 涉 及 决定 一 个 给 定 
的 方程 (例如 橄榄 球 队 的 排名 向 量 的 方程 ) 是 促 有 和 解 的 问题 ,我 
们 现在 要 来 说 明 这 个 一 般 性 的 问题 怎样 能 数学 地 化 归 为 决定 把 
一 个 拓扑 空间 瑞 到 自身 的 -个 给 定 的 连续 变换 是 条 有 不 动 点 的 
问题 .所 以 我 们 把 曲面 论 先 搁置 在 -~- 边 ,把 本 章 的 其 余部 分 专门 
用 来 讨论 这 一 主要 的 问题 . 

在 讨论 前 面 的 不 动 点 游戏 时 ,我 们 关心 的 是 求 变换 C(tr) 
的 不 动 点 .然而 ,结果 表明 和 求 方程 Cltx)=0 的 解 是 一 回 事 . 为 
证 明 这 点 ,把 函数 CUx) 定 艾 为 Br)=Ctr)-z 我们 还 从 反 
向 论证 之 .假设 我 们 要 求解 G6{x) =0. 那 么 我 们 引入 恒 等 算 子 
7 了, 其 效应 等 于 什么 也 不 做 , 即 对 每 点 x 有 2Cx)= zx. 我 们 可 以 从 
这 个 算 子 减 去 G 得 一 新 的 变换 H = 上- 5. 原来 的 方程 则 变形 为 
Gx)= (IT- H(zx) ,或 H(x)= 1(x)=x. 换 言 之, 我们 要 求 的 
解 就 是 变换 吾 的 不 动 点 ， 

上 面 的 分 析 开 明 决 定 不 动 乒 和 求解 方程 是 一 回 事 . 这 也 就 
是 许多 数学 存在 的 理由 .因此 ,获得 能 告诉 我 们 给 定 的 一 个 变 黎 
在 什么 情形 下 存在 不 动 点 的 革 些 一 般 性 结果 将 具有 重要 意义 . 
这 正 是 我 们 将 在 后 面 几 页 中 考虑 的 布 劳 威 尔 和 其 他 人 的 著名 的 
不 动 点 定理 的 内 容 , 但 在 很 仔细 地 考察 这 些 结果 之 前 ,让 我 们 暂 
时 把 数学 放 在 一 边 并 来 说 明 不 动 点 的 概念 不 仅仅 是 一 种 无 用 的 
数学 上 的 好 青 性 而 且 也 以 ~- 种 极其 重要 的 方式 影响 着 现实 世界 
的 人 们 和 五 大 财富 的 活动 ， 


美元 和 理智 


1776 年 苏格兰 经 济 学 家 亚当 ' 斯 密 D 提 出 了 操纵 经 济 过 程 
的 一 只 “看 不 见 的 手 ” 的 概念 ,从 而 为 贪 林 的 个 人 的 自私 行为 怎 


呈 ”译注 ，Adam Smith ,1723 ~ 1790.7.17, 英 国 著 名 经 济 学 家 . 
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样 能 实际 上 有 用 于 作为 整体 的 社会 的 利益 提供 了 一 种 解释 . 
1874 年 , 儿 乎 整整 一 特征 之 后 ,1 下 尔 按 革 作 出 了 第 -个 协同 
的 努力 来 数学 地 曾 明 亚当 :斯 密 关 价格 作为 这 样 的 看 不 见 的 
手 ,或 平衡 因素 ,让 有 用 于 平衡 供应 和 需求 的 交点 . 

1932 年 , 池 * 诺 供 党 在 普 林 斯 帆 太 学 就 他 的 经 济 过 程 理 论 
组 织 了 一 个 专题 寺 论 十 ,并 于 1938 年 发 表 题 为 “经 济 方程 组 和 
布 劳 威 尔 不 动 点 定理 的 推广 ” .在 该 理论 中 间 ' 诺 贫民 证 明 了 为 
达到 所 有 货物 在 最 低 可 能 价格 下 的 最 太 产 出 的 最 优生 产 方法 ， 
司 时 该 产 出 其 有 最 高 可 能 的 增长 率 . 就 这 样 , 他 运用 他 的 主要 解 
析 工 上 其 布 芝 威 示 不 动 点 定理 一 下 于 把 一 艇 均衡 理论 从 静态 
变换 到 了 动态 .六 :诺华 曼 的 工作 是 了 ' 巴 拉 斯 科 (Yves Bal- 
asko)，S' 斯 梅 尔 (Siephen Smale)，R 贞 德 温 (Richard Goodwin) 
和 其 他 人 关于 经 济 过 程 的 动力 学 ,特别 是 关于 经 济 能 迅速 变 成 
各 种 类 型 的 循环 或 混沌 行为 的 方式 的 现代 工作 的 直接 先驱 . 

出 于 这 些 工作 造成 的 数学 和 经 济 的 结合 是 如 此 的 成 功 , 终 
于 在 -个 址 纪 后 当 必 * 阿 罗 名 主要 是 由 于 被 称 为 “一 般 均 衡 理 
论 " 方 面 的 工作 而 某 获 1977 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 时 ,这 样 的 研究 
路 线 终于 被 证 明 为 有 理 的 .真是 锦 上 浴 花 ,1983 年 G- 德 过 罗 全 
出 于 在 他 的 力作 《价值 理论 ?一 书 中 所 令 述 的 关于 一 般 均 衡 理论 
的 进一步 发 展 而 荣获 诺 贝尔 经 济 学 奖 , 该 书展 示 的 非凡 的 数学 
疝 观 完全 首 转 了 数学 家 只 是 抽象 过 程 的 经 营 管 理 首 的 传统 的 观 
念 ,那个 引起 杯 颖 的 荣誉 现在 正在 传递 到 经 济 学 家 中 去 .以 上 是 
一 个 均衡 经 济 的 简单 例子 , 它 表 明 供 应 .需求 和 价格 的 概念 是 怎 
样 和 不 动 点 的 存在 性 相关 联 的 . 


全， 译注: Marie- Esprit-Leon 次 alran ,1834.12.46 -~ 1910.1.15, 社 国 经 
忆 译注 : Kennrth Armow ,1921.8.23 ~ ,美国 经 济 学 家 . 
名 译注; Geranl Debreu,192t.7.4~ , 美 籍 法 国 经 济 学 家 . 
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枪 和 黄油 


假定 我 们 有 一 个 由 两 个 消费 者 组 成 的 经 济 , 他 们 只 对 两 种 商 
品 : 检 和 黄油 进行 交易 .假定 讼 有 生产 ,消费 者 要 决定 这 两 种 商品 的 
价格 使 得 在 这 样 的 价格 下 市 场 供 应 等 于 需求 . 为 确定 起 见 ,我 们 假 
定 在 进行 交易 之 前 消费 者 拥有 的 两 种 商品 的 数量 由 下 表 给 出 : 


枪 黄油 
消费 者 1 8 D 
消费 者 2 4 8 
合计 12 8 


现在 假定 枪 和 黄油 的 价格 分 别 为 pe = 1 美元 ,pa = 2 美元 . 
那么 消费 者 1 通过 市 场 价格 卖 掉 枪 和 黄油 的 收入 为 8x 1+0 x 
2=8 美元 ,而 消费 者 2 的 收入 为 4x 1+ 名 x2=20 美元 .当然 两 
个 消费 者 各 自 对 现行 市 场 价格 下 的 枪 和 黄油 有 一 定量 的 需求 
为 简单 计 , 假 定 消费 者 ! 收入 的 六 用 于 枪 而 了 用 于 黄油 ,而 消费 
者 2 的 收入 平分 于 两 种 商品 . 一 般 均衡 理论 要 寻求 枪 和 黄油 的 
价格 水 平 使 得 在 这 样 的 价格 水 平 下 供应 等 于 需求. 

对 于 所 选 的 价格 水 平 pe = 1 美元 和 pa = 2 美元 ,我 们 已 知 
消费 者 ! 的 收入 为 8 美元 而 消费 者 2 的 收入 为 20 美元 ,于 是 对 
枪 和 黄油 的 需求 为 


枪 黄油 
消费 者 1 2 3 
消费 者 2 _10 5 
合 汗 12 8 


峻 ! 在 这 样 的 价格 水 平 下 对 每 种 商品 的 供应 和 和 再 求 是 相等 的 . 
所 以 枪 各 黄油 的 市 场 * 站 清 ” 了, 普 即 在 这 样 的 价格 下 经 简 处 于 
均衡 状态 . 

下 然 ,在 这 个 例子 中 我 们 随意 任 宇 定 了 价格 .然后 验证 市 场 
在 这 样 的 价格 下 结 清 本 . 一 - 般 均 稀 埋 论 的 日 的 童 完 起 要 证 明 这 
样 -一 组 均衡 价格 的 存在 性 ,然后 提供 方法 来 计算 这 样 的 边际 价 
格 水 平 .该 理论 说 永 达 存在 组 价格 ,在 这 组 价格 下 所 有 商品 的 
供应 等 于 需求 ,这 -结果 的 已 知 的 公有 的 证 明 来 自 证 明 这 组 价 
格 是 . -特定 变换 的 不 绚 点 .这 是 如 下 事实 的 推论 :我 们 可 以 把 价 
烙 看 成 是 加 此 的 分 芋 , 向 量 的 每 个 分 向 是 一 个 非 负 实 数 . 殷 如 有 
于 种 滑 品 , 慰 么 这 种 人 ”个 分 莉 的 向 其 的 集合 构成 :个 拥 扑 空 
问 ,而 及 在 合理 的 条 件 下 经 济 的 价格 设 定 机 制 是 该 空间 到 日 g 
的 一 个 连续 寥 换 . 即 它 把 价 格 愉 该 空间 的 一 个 点 变换 划 该 空间 
的 田 一 个 点 . 阳 以 ,让 我 们 就 一 个 简单 的 三 商 咒 经济 的 情形 来 察 
看 不 动 点 定理 怎样 能 使 我 们 建 六 起 这 些 均衡 价格 水 平 . 

存 三 商品 经 济 中 ,站 种 商品 , 枪 .黄油 和 汽车 ,分别 以 价格 
peypsypt 进行 区 兄 . 这些 价格 生成 了 一 种 商品 的 供应 和 和 铬 求 ， 
怡 如 我 们 不 入 前 在 枪 和 黄油 经 济 路 看 凤 的 .为 符号 简单 计 .我 们 
把 价格 妇 作 价格 问 虹 p = {pe ;pr ;pe)， 一 般 说 ,… 种 特定 的 价 
格 水 平 不 会 导 化 市 场 雪 釜 , 意 即 对 一 种 或 多 种 商品 会 有 过 其 的 
再 求 .经 济 将 对 - :组 价格 处 于 均衡 ,在 这 组 价格 上 下 各 种 商品 的 供 
应 至 少 和 者 求 一 样 大 ,而 且 没 有 过 基 的 洁 求 . 

第 -个 数学 的 智 万 就 是 意识 到 只 需要 考虑 相对 价格 .所 以 
我 们 可 以 把 价格 规范 化 . 其 含 头 就 是 ,如 果 我 们 乘 以 每 个 价格 一- 
个 定数 ,例如 把 给 定 的 美元 价格 转换 成 用 日 元 表示 的 价格 .不 会 
发 生 真 正 的 变化 . 志 以 ,为 了 数学 上 的 方便 .让 我 们 大家 同意 在 
-- 种 “ 贷 币 "中 引 有 几 价 格 使 得 每 种 商品 的 价格 在 0 和 1 之 问 ,而 
用 该 经 济 中 所 有 商品 的 价格 之 和 为 1. 形成 这 些 相 对 价格 的 方 
法 是 用 每 个 价格 除 以 也 有 价格 之 种 ,那么 ,在 三 商 届 经 济 中 每 个 
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相对 价格 向 量 p 就 是 如 外 2.7 所 示 的 价格 三 角形 PE. 用 了 这 
么 一 点 点 数学 手法 ,我们 就 可 以 把 枪 一 黄 袖 一 汽车 经 济 中 均衡 
价格 的 存在 性 问题 表述 为 - -个 不 动 点 问题 . 下 面 就 来 讲 讲 皇 么 
做 . 
(0,0,1) 
fp"!1 


{1,0,0} (0,1,0) 


bh* 1 向 = 1 
图 2.7 二 商品 经 济 的 价格 二 角形 


每 组 价格 是 价格 三 角形 P 内 部 或 边 上 的 一 点 p. 当 三 种 商 
品 的 党 求 和 供应 变化 时 ,价格 也 随 之 而 变 , 当 对 商品 有 过 其 需求 
时 就 会 导致 比 对 商品 有 过 量 供应 时 更 高 的 价格 . 援 定 三 种 商品 
的 初始 价格 水 平分 别 为 pl ,5 ,中 . 现 在 由 于 在 这 样 的 价格 下 
的 供 / 需 的 不 平衡 导致 了 价格 的 改变 .这 意味 着 我 们 有 一 个 从 价 
格 三 角形 已 中 的 点 pB0 = (p&,p%,pE) 到 一 点 p! = 
( 5,P Pt 的 提升 .但 是 我 们 可以 把 改变 p?->p! 设想 为 把 价 
[66] 格 三 角形 中 一 点 变换 到 妆 一 点 的 变换 了 的 结果 .用 经 济 学 的 未 
全 ” 详 注 : 即 平面 x+y+z=1l 和 第 一 象限 * >0.yr0,zz0 所 交 出 
的 三 角形 监 域 , 顶 点 为 pe, ps, pe. 


语 来 讲 , 这 样 一 个 亚 换 可 以 看 六 是 … 种 价格 设 定 机 制 ,而 及 惑 经 
请 均衡 而 二 我 们 所 需要 的 就 是 在 价格 一 角形 PP 中 存在 一 点 p 
使 得 Ttp)=p. 换 启 之 ,我 们 需要 变换 了 的 -个 不 动 点 ， 

就 我 们 的 目的 而 主 , 我 们 对 价格 设 定 机 制 7 所 要 求 的 -- 切 
就 是 了 把 价格 变换 划 价 格 ( 即 , 不 会 把 三 角形 忆 中 的 点 变换 到 
二 角形 外 边 去 ) , 商 出 了 和 赴 连 续 的 .粗略 了 地 讲 . 后 者 的 要 装 六 味 
着 如 果 两 组 价格 74p ) 和 中产 ) 蚌 "靠近 的 "那么 原先 的 价格 p 
和 p' 也 必定 是 结 近 的 . 铺 果 表明 存在 着 许多 价格 设 定 程序 , 它 介 ] 
在 数 尝 二 和 经 济 学 上 萎 满 足 这 些 非 常 器 的 条 件 . 

把 了 的 连续 恰 和 价格 三 角形 的 几何 性 质 结合 起 来 一 一 一 会 儿 
就 来 概述 这 些 性 质 -一 - 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 就 能 使 我 们 确信 总 是 
存在 至 少 一 组 价格 , 它 就 是 价格 设 定 机 制 了 的 不 动 点 ,读者 不 会 有 
司 题 去 理解 芒 翌 把 这 “方案 推广 到 有 任意 多 但 有 限 种 商 蝇 灾 女 . 侧 
不 是 这 里 讲 的 只 有 和 .黄油 和 汽车 作 易 的 经 济 中 去 .因此 不 动 点 的 
结果 证 明了 一 个 极其 重 波 的 事实 :在 - -种 纯 交 换 的 经 济 中 ,存在 普 
所 有 代理 高 都 满意 的 价格 , 即 市 场 对 所 有 的 商品 者 结 清 了 . 

现在 这 我 们 从 经 济 锁 域 转向 数学 领域 ,集中 注意 方 -F 不 趟 点 理 
沦 以 及 人 人 们 怎样 能 实 同 :地 确定 不 动 点 ， 


圆 嚼 、 正 方形 和 不 动 点 


1910 年 荷兰 数学 家 布 劳 威 尔 发 表 上 了- -篇 题 为 "关于 波形 的 
映射 "上 ber Abbildung von Mannjgfaliigkeiten ”的 文章 . -包机 
定 了 许多 近代 拓扑 学 基础 的 开创 性 论文 ,特别 是 , 布 鞠 威 尔 在 这 
篇 文 章 中 给 出 了 现在 称 为 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 葛 第 一 个 证 明 . 
主 用 更 一 般 的 术语 来 叙述 这 个 定理 之 前 .我 们 首先 来 察看 -下 
对 平面 上 的 正方 形 这 -- 特 殊 区 域 而 言 的 该 定理 . 

考虑 把 止 方形 划分 成 像 械 盘 那 样 的 正方 形 网 格 以 及 拒 该 正 
方形 映 到 自身 的 -个 连续 映射 『. 苦 p 是 正方 形 的 -点 ,我 们 令 
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gq 表示 p 被 扩 卫 射 得 到 的 点 . 即 ,9 = ftp). 现 往 我 们 根据 以 下 规 
则 把 每 个 小 正方 撒 标 上 标记 : 
]， 小 正方 形 标 记 兴 如, 若 f 汇 该 小 正方 形 中 的 每 个 点 移动 
到 更 靠近 正方 形 * 棋 盘 ) 的 右边 潜 ; 
2. 小 正方 形 标 记 为 工 , 若 六 把 该 小 王 方形 中 的 每 个 点 称 动 
天 更 车 近 正 方形 的 在 记 界 ; 
3 小 正方 形容 记 六 六 ,者 它 既 非 姑 六 非 工 、 


图 2.8 道 过 标 了 标记 的 棋盘 的 冤 角 区 路 生 


按 这 样 的 标记 妇 类 方案 ,我 们 看 到 正方 形 最 右边 列 中 的 小 证 方 
形 都 不 能 标记 为 丸 , 因 为 不 可 能 把 正方 形 的 点 映射 到 正方 形 
的 外 边 去 .同样 的 理由 ,正方 形 最 左边 列 中 的 小 正方 形 都 不 能 标 
记 为 上 . 而且, 没有 点 能 同时 既 被 移动 到 左边 又 被 称 动 到 右边 ， 
一 个 工 正方 形 不 能 邻接 一 个 严正 方形 (因为 相 邻 接 的 正方 形 -- 
定 至 少 有 -一 个 公共 点 ). 这样 设置 的 结果 是 ,车 不 进入 到 一 个 六 


平方 形 ,上 横 永 还 本 坷 能 以 模 盘 的 正 边 直到 模 才 的 右边 .类 和 似 


地 ,车 只 能 通过 正方 形 才 能 从 棋盘 的 底 排 移动 到 棋 记 的 硕 . 


排 . 这 意味 着 我 们 可 以 丁 --: 条 只 经 过 ”正方形 的 从 棋盘 底 连 到 
预 过 的 连续 折线 蕊 . 司 的 态 热 如 图 2.8 所 用:. 

现存 我 们 取 定 打 线 了 ,年 从 大 上 每 -- 点 P 泗 -- 个 篇 头 指 何 
相应 的 点 9 = FLp) 他 村 模 杖 底 边 上 的 三 的 起 点 处 ,从 疡 到 9 的 
箭头 不 可 能 指 疝 下 ,内 为 必须 旱 作 究 茹 上 .因此 ,这 个 简 头 一 
定 是 指向 上 的 (不 - 定 是 重 直 指向 上 的 ). 类似 地 ,位 于 模 规 瑟 边 
和 处子 的 终点 姓 的 第 关 一 定 是 措 向 下 的 . 作 因 为 岗 肌 是 芝 续 
的 , 当 卡 和 区 移动 时 其 各 尖 的 指 自 必须 是 连续 变化 的 .因此 在 
三 上 存在 -点 pi 从 六 齐全 的 箭头 的 指 回 是 水 平 的 .但 是 极 据 
上 正方 形 的 定之 , 亿 公 点 pi 的 正方 形 也 - 定 和 包含 一 点 p2, 其 简 
头 是 垂直 指向 的 ,或 午 谋 疝 上 或 重 直 问 上 .这 是 因为 并 间 正 
方形 的 所 有 的 箭头 都 能 指向 直 或 指向 在 的 .所 以 黄 些 得 头 振 向 
右 而 某 些 盘 头 指 独 磊 . 是 了 的 连续 性 确保 了 至 少 有 -一 个 航 关 
一 定 是 指 问 上 或 指 门 下 的 , 即 是 重 表 指向 的 .然而 , 旭 果 小 弓 方 
形 足 够 小 鬼话 ,这 种 让 三 形 毕 的 箭头 其 水 平 指向 到 征 直 指 后 的 
跳跃 仅 当 小 正方 形 匠 有 点 处 的 箭头 长 度 都 很 小 时 才 会 发 生 . 

如 果 我 们 把 模 稚 划分 成 n? 个 正方 形 , 并 令 4 下 于 旋 守 天: 这 
种 分 划 急 来 僵 细 ,前 面板 述 的 论证 就 能 使 我 们 得 到 一 点 p* ,从 
Pp 到 gq ”= 了 ip 站 的 稍 汉 就 消失 了 (上 长度 为 零 ). 这 就 意味 着 p' 是 
变换 ( 蚂 射 7 的- :个 不 动 点 .现在 让 我 们 更 仔细 地 来 察看 -下 布 
和 劳 威 尔 结 果 的 拓扑 性 质 ,同时 券 虑 在 更 - - 般 情 形 下 的 推广 . 


紧 性 和 积 太 性 


因为 皂 下 方形 映 到 自 好 的 每 个 连续 映射 都 有 有 一 个 不 动 点 ， 

氏 北 不 动 点 性 质 不 能 被 设想 成 是 映射 的 性 质 而 应 多 多 少 少 是 正 

方形 本 身 的 折 直 性 质 中 落 有 的 性 质 . 浆 由 我 们 早先 关于 拓扑 等 
一 一 7 一 一 
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价 性 的 结 肾 ,不 论 这 个 性 质 是 什么 ,对 平面 上 的 闭 圆 盘 而 言 岂 应 


有 闻 样 的 性 质 , 因 为 正方 形 和 圆 盘 是 拓扑 等 价 的 .为 试图 说 明正 
方形 和 国 盘 的 使 之 上 县 有 不 动 点 性 质 的 这 些 特殊 性 质 ,重新 壮 虑 
一 下 一 维 捕 形 的 单 们 区间 是 会 有 启发 的 . 

加 杞 一 下 图 2.6, 以 下 结论 直观 上 看 是 清楚 的 ; 如果 我 们 
考 直 去 控 x = 1 这 -端点 而 构成 的 半 开 区 间 10,1) ,那么 就 不 
一 定 会 有 不 动 点 了 ,这 是 因为 我 们 的 连续 曲线 C(x) 可 以 用 
“ 挤 压 "在 对 角 线 下 而 不 自 正 触 到 寺 角 线 的 方法 企 意 靠 近 r = 
1 所 以 要 使 林 动 点 论证 起 作用 , 底 空 间 必 须 和 包含 它 的 全 部 过 
界 点 .粗略 地 讲 , 任 何 有 了 配 维 拓扑 空间 ,如 果 它 嫩 是 有 界 的 ( 倒 
如 直线 上 固定 的 区 问 ) 又 包含 它 所 有 的 边界 点 ,那么 数学 家 就 
称 它 是 紧 的 .但 基 下 如下 面 的 例子 所 表明 的 ,空间 的 紧 性 仍 不 
是 以 确保 存在 不 动 点 . 

假定 我 们 在 平面 上 有 一 个 圆周 {不 是 由 圆周 界 住 的 点 所 构 
成 的 圆 盘 , 而 只 是 袍 成 六 逆 的 那些 点 ). 该 点 集 显然 是 紧 的 ,因为 
圆 甩 是 平面 上 的 有 界 闭 集 . 现在 把 圆周 转 -个 不 等 于 360° 的 仔 
意 角 度 . 这 样 一 个 旋转 把 圆周 以 连续 的 方法 映射 到 自身 .但 闻 岂 
工 每 一 点 被 该 旋转 映射 到 锅 周 上 的 男 -一 个 点 ;因此 ,没有 不 
动 点 . 

结果 表明 使 之 没有 不 动 点 的 呵 周 所 缺少 的 拓扑 性 质 就 是 : 
车 到 圆 甩 上 任意 两 点 并 用 直线 有 段 把 它们 联 楼 起 来 ,那么 直线 段 
上 有 的 点 不 在 贺 周 上 上. 我们 说 一 个 拓扑 空间 是 西 的 ,如果 连接 该 
空间 任意 两 点 的 直线 段 完全 包含 在 该 空间 中 , 图 2.9 展 示 了 一 
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非 柄 
图 2.9 平面 上 的 凸 和 非 凸 集 


些 素面 上 的 凸 和 非 凸 集 台 
为 了 以 -一 种 更 为 . EA “的 术语 来 叙述 我 们 关于 不 动 上 成 的 主 和 
结果 , 紧 性 和 廿 性 就 是 我 们 所 需要 的 全 部 条 件 . 


布 落 威 尔 不 动 点 定理 ”假定 半 是 一 个 既 紧 又 西 的 拓扑 空 
闻 ,又 设 乒 是 一 个 映 革 到 自身 的 连续 变 摘 . 则 耻 在 芝 中 有 一 个 不 
动 点 , 妈 丰 在 XX 中 一 点 x * 便 得 f(x *}=x"， 


下 面 是 一 个 有 时 被 人 们 称 为 “又 猪 定 理 " 的 简单 例子 . 它 以 
一 种 多 少 丰 点 别 量 心 裁 的 方式 来 说 明 布 劳 威 尔 的 结果 . 


豪猪 和 旋风 


如 果 你 察看 (不 要 太 靠 近 ! 一 头 豪猪 的 刺 ,你 会 发 现 刺 有 一 
条 直到 后 背 的 " 头 路 ” ,以 及 沿 骨 部 的 另 -条 " 头 路 ”拓扑 学 中 ， 
一 头 豪 猎 员 是 -一 只 球 ( 它 的 噜 是 闭 上 的 并 忽略 其 内 部 结构 ), 因 
为 所 有 我 们 要 司 的 只 是 使 它 的 腾 变 短 并 把 它 养 肥 ,从 而 在 某 种 
程度 上 把 它 变 换 到 -一 个 球 . 现在 我 们 可 以 问 :能 把 豪猪 所 有 的 刺 
都 放 平 吗 ? 换言之 .我 们 能 “梳理 "豪猪 的 刺 使 所 有 的 头 路 都 消 
失掉 码 ? 要 是 行 的 话 ,这 将 会 给 出 一 个 光滑 的 通体 基 刺 的 球 ,不 
会 有 如 图 2.19 所 示 的 刺 的 排列 . 镍 一些 努力 ,应 用 布 劳 威 尔 不 
动 点 定理 可 以 证 明 不 可 能 存在 刺 的 完全 光滑 的 系统 .一 定 择 少 


> 尖 


图 2. 如 豪猪 再 的 图 案 
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有 一 根 刺 垂直 地 站 立 于 头 路 的 中 心 . 能 做 到 的 最 好 的 情形 中 把 
刺 梳 理 得 除 - -点 外 都 是 光滑 的 . 

关于 豪猪 的 这 个 极其 有 趣 的 事实 的 证 明 的 基本 思想 包括 建 
立 一 个 “梳理 映射 ", 全 梳理 后 拒 豪 猪 的 每 根 刺 变 为 映射 所 指向 
的 方向 . 梢 做 一 点 世 作 ,可 以 证 明 每 个 这 样 的 映射 是 连续 的 ,于 
是 布 苑 威 尔 不 动 点 定理 就 可 用 来 得 出 结论 ,在 每 -个 这 样 的 变 
换 下 至 少 有 - : 根 刺 的 方向 保持 不 变 , 这 就 绚 含 着 涉 可 能 把 刺 都 
梳理 得 身 平 . 

这 个 结果 的 意义 是 很 令 人 怀疑 的 ,至 少 当 它 涉及 豪猪 时 
是 这 样 .但 是 奶 若 我 们 考虑 地 球 的 大 气 系统 ,那么 事情 就 比较 
接近 现实 世界 所 关心 的 事 了 .拓扑 学 .上 讲 , 地 球 是 一 个 球 , 击 
月 间 -- 下 在 地 球 表 面 上 吹 的 风 的 方向 这 样 的 问题 是 有 意义 
的 .特别 是 ,我 们 可 以 间 ; 是 否 存 在 一 点 ,在 该 点 风 不 会 在 条 直 
方 疝 歇 ,这样 -- 点 可 能 就 是 风 的 旋风 模式 所 在 的 位 置 .把 所 的 
流 线 看 作 是 罕 猪 制 的 替代 物 , “豪猪 定理 "告诉 我 们 不 汀 能 梳 
理 风向 使 得 风向 模式 基 旋 风 的 点 消除 挤 .这 是 因为 流 线 构成 


1 了 地 球 表 面 上 一 点 到 地 球 表面 上 另 一 点 的 一 个 连续 映射 (用 


数学 术语 说 ,从 球面 5S? 到 自身 的 映射 ). 所 以 上 只 要 有 地 球 所 属 
的 拓扑 类 的 知识 (无 柄 的 妹 ) ,我 们 就 可 以 说 一 些 关于 风向 模 
式 的 有 趣 的 事 ,而 无 须要 有 任何 关于 大 气 物 理 .气象 学 或 美容 
学 方面 的 详细 知识 . 

说 也 奇怪 ,在 像 商 包 踊 那样 形状 的 行星 上 确实 存在 稳定 、 光 
滑 的 风向 模式 .位 于 :中心 的 洞 把 这 样 一 个 超 曲 面 的 行星 变动 成 
有 一 个 柄 的 球 所 属 的 拓扑 类 . 而 布 劳 威 尔 的 结果 不 能 应 用 于 这 
样 一 个 空间 (为 什么 ?) .上 反 过 来 ,这 个 事实 提供 了 光滑 风向 模式 、 
光滑 衰 猪 以 及 没有 旋风 的 可 能 性 . 

既然 布 劳 威 尔 的 结果 使 我 们 确信 像 不 动 点 那样 的 事 确 
实 存在 ,让 我 们 花 一 点 篇 幅 来 考虑 大 们 怎样 能 真正 求 得 不 
动 点 . 


不 动 点 的 确定 


布 革 研 尔 泪 明 陪 任 何 - 一 个 紧 西 集 到 里 种 的 连 绪 上 映射 一 定 有 
一 个 不 二 点 .全 是 关于 区 何 去 求 得 这 样 - :个 有 特征 的 点 (不 动 
点 ) ,他 的 证 明 并 没有 提供 多 少 线 规 .该 证 明 是 存在 性 的 而 不 是 
构造 性 的 ,以 下 事实 合作 瞄 觉 奇怪 , 即 布 芭 威 尔 把 他 的 事业 藤 后 
半 段 用 王 证 责 让 数学 命题 的 证 明 中 性 用 这 类 非 构造 性 的 方法 . 
但 是 在 布 劳 威 尔 美 三 不 动 点 存在 性 的 韭 构 造 性 证 明 发 表 不 多 几 
年 后 :斯 彭 内 和 汞 (kmmanuel Sperner) 在 号 成 于 1928 年 的 毕业 
论文 中 发 长 了 霓 在 称 之 为 斯 忒 内 外 中 理 的 关 开 给 - -组 几 倍 对象 
中 的 无 率 标 以 标记 的 结果 ,该 结果 已 被 证 地 可 以 作为 实际 十 计 
算 不 动 点 的 整个 - -类 算法 的 基 右 .由 于 篇 申 的 限制 我 们 不 可 能 
在 这 电 对 这 些 计算 产 法 进行 详细 的 讨论 ,组 是 我 们 可 以 花 一 :点 
时间 来 袜 述 … 维 情形 寺 沪 方法 的 -一 般 想 法 ， 


图 2.11 单位 区 间 的 子 区 问 的 标记 
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考 虚 一 个 把 单位 区 间 映 射 到 自身 的 连续 遇 数 了 的 情形 . 假 
定 我 们 把 该 区 间 划 分 成 子 区 局 ,并 按 如 下 规则 对 子 区 站 的 论点 
标 上 标记 :如 果 在 子 区 间 一 个 端点 处 的 画 数 值 人 于 对 角 线 的 上 
方 , 则 把 该 端点 标记 为 1: 但 若 在 该 端点 处 的 琐 数 值 在 对 角 线 的 
下 方 , 则 把 该 端点 标记 为 2. 对 子 在 单位 区 间 上 有 三 个 不 动 点 的 
蜀 数 的 一 般 情 形 如 图 2.11 所 示 . (提醒 --- 下 :曲线 与 对 角 线 相 
交点 的 x 值 都 是 不 动 点 .) 

上 面 的 标记 方案 有 如 下 的 人 性质; 端点 标记 不 同 的 子 区 间 一 - 定 
有 一 个 地 的 不 动 点 .这 是 因为 如 果 曲 线 在 子 区 间 的 一 端 位 于 对 和 角 
线 之 下 ,而 另 一 端 位 于 对 角 线 之 上 ,连续 作 要 求 在 两 端点 之 间 一 
定 有 一点 ,曲线 和 对 角 线 变 于 该 点 .所 以 ,如 果子 区 间 足 能 小 , 那 
么 端点 标记 不 同 的 子 区 间 中 全 和 何 一 点 都 可 以 作为 不 动 点 的 近似 
值 令 子 区 间 的 长 度 收 第 为 零 ,映射 /的 连续 性 结合 着 单位 区 间 的 
紧 性 确保 任何 近似 不 动 点 序列 将 收 合 到 /的 一 个 真 让 的 不 动 点 ， 

在 这 个 一 维 椎 架 中 ,至 少 存 在 一 个 端点 标记 不 同 的 子 区 泗 
是 显而易见 的 ,这 正 是 斯 豆 内 尔 结果 的 一 维 情形 的 版 本 .斯 闲 内 
尔 引 理 把 这 个 结论 从 线段 的 子 区 间 推 广 刘 直线 上 区 间 的 高 维 类 
似 物 ,例如 二 维 空间 中 的 三 角形 和 三维 空 间 中 的 四 面体 的 顶点 
的 标记 法 . 反 过 来 ,这 个 事实 也 允许 我 们 得 出 结论 :如 果 我 们 考 
虑 把 紧 、 凸 拓扑 空间 映 镜 自身 的 -- 个 连续 映射 并 把 该 空间 划分 
成 足够 多 的 这 样 交 对象, 那么 一 定 至 少 有 划分 中 的 一 个 元 素 . 其 
中 包含 了 该 观 射 的 一 个 不 动 点 . 

在 1960 年 前 后 ,数学 规划 和 经 济 学 领域 的 研究 工作 者 已经 
发 现 斯 彭 内 尔 引 理 对 数值 近似 求解 不 动 点 的 用 处 .把 有 兴趣 的 
空间 快速 剖 分 成 小 块 然后 有 效 搜索 所 有 标记 不 同 的 小 块 的 计算 
程序 已 经 研制 出 来 ,斯 袁 内 尔 引 理 告 诉 我 们 这 样 的 小 块 一 定 存 
在 .根据 前 面 对 一 维 情 彤 所 用 的 同样 的 推理 方法 ,这样 的 小 块 . - 
定 包含 变换 的 一 个 不 动 点 ,所 以 把 小 决 分 得 愈 来 鳃 小 ,就 可 以 得 
到 不 动 点 的 极 好 的 近似 .有 兴趣 的 读者 可 在 为 本 章 列 出 的 文献 


目 承 竺 于 :斯 加 大 (CH Sear) 的 文章 中 对 看 美 这 些 方法 以 履 它 人 
为 什么 在 获 蓝 得 更 多 的 细节， 


不 动 点 性 质 


像 俐 有 界 的 线 肌 以 区 平面 上 于 的 正方 形 和 圆 盘 那样 的 许多 
重 归 的 集合 都 有 不 避 点 的 人 性质, 即 .任何 这 些 集合 到 自身 的 和 这 续 
映射 都 有 有 不 动 点 .和 拒 们 早 束 在 证 明 诸 如 经 济 中 的 均衡 价格 那样 的 
事物 揭 存 在 性 时 知道 了 这 -- 事 实 的 重要 性 .但 当面 对 更 复杂 类 型 
的 空间 村 ,并 不 总 是 丛 旷 直接 证 明 该 空间 有 其 有 不 动 点 性 质 的 .所 
以 我 们 常常 被 迫 用 试图 让 明 原 来 有 兴趣 的 定 间 是 拓扑 等 价 于 : 像 
正方 形 或 球 那样 早已 证 明 是 其 有 不 动 点 性 质 的 空间 的 办 法 来 间 
接地 处 理 问 题 ,这 正 旦 把 我 们 关于 空间 的 拓扑 等 价 性 的 早先 的 结 
果 与 例如 由 布 劳 戚 尔 得 到 的 不 动 点 结果 联系 起 来 的 方法 . 

例如 ,假定 我 们 从 平面 上 的 闭 椭 加 到 自身 的 一 个 连续 聊 射 
出 发 ,我们 也 许 意 识 到 有 闭 精 圆 是 既 紧 又 凸 的 ,因此 允许 我 信 直 
接应 用 布 劳 威 尔 不 动 点 定 原来 证 明 作 用 丰 椭 圆 上 的 fF 的 不 动 点 
的 存在 性 ,但 是 万 -- 我 们 没有 注意 至 闭 椭 辐 的 这 些 好 的 性 质 . 邢 
么 就 有 另 - -种 不 那么 直接 的 方法 . 

代数 上 看 , 椭 贺 是 由 x - y 平面 上 满足 不 等 式 


图 2,12 梢 圆 到 加 的 谈 脱 
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( 见 图 2. 12) , 现在 我 们 通过 先 让 a 光 涂 地 趋 于 六 ,再 让 光滑 
地 赵 于 工 米 变形 该 精 罗 .如 图 2.12 中 辐 所 示 . 如 果 在 怎样 泪 行 
这 个 慨 限 操作 时 蚊 小 心 的 ,那么 我 们 得 到 的 足 生 成 了 一 系列 新 
的 区 域 ,每 一 个 静 等 价 于 原来 的 椭圆 .椭圆 的 这 个 变形 序列 的 终 
极 正 好 是 单位 圆 指 


x+ yy 1. 
我 们 于 就 知道 它 县 有 不 动 点 性 质 .但 由 于 这 个 性 质 是 在 拓扑 汪 
换 下 不 变 的 ,从 而 原来 的 椭 辐 也 -一 定 有 不 动 点 性 质 , 证 毕 . 
然而 ,我 们 癌 欢 的 旺 息 的 做 法 是 能 用 来 决定 任意 给 定 的 集 
合 有 还 是 没有 不 动 点 性 质 的 一 些 容易 验证 的 条 件 . 不 幸 的 是 ,看 
来 不 存在 既 必 要 浆 充 分 的 这 样 的 准则 .但 这 并 不 意味 着 我 们 是 
全 然 无 能 了 . 饮 如 ,一 种 很 好 的 可 用 的 经 验 法 则 就 是 要 求 具 有 不 


我 们 本 以 连续 地 把 该 集合 收缩 到 一 点 ,就 像 我 们 可 以 连续 地 减 
小 半径 使 之 趋 于 零 而 使 圆 盘 收 第 到 -点 那样 .或 设想 一 组 称 为 
matrioshka 中 的 俄罗斯 洋娃娃 ,每 -个 洋娃娃 伴 有 一 个 她 自己 的 
较 小 的 副本 .如 果 大 的 洋娃娃 就 是 我 们 感 兴 趣 的 空间 ,那么 如 果 
连续 地 收缩 这 个 祷 娃 妹 最 终 得 到 一 个 详 娃娃 , 它 只 包含 一 个 点 ， 
如果 这 样 的 收缩 是 可 能 的 ,那么 诛 来 的 "妈妈 "洋娃娃 就 是 个 
紧 的 .可 收缩 的 集合 . 如 果 一 个 集合 没有 紧 性 或 可 收缩 性 ,那么 
我 们 通常 可 以 找到 - :个 连续 映射 ,在 该 映射 下 该 集 食 没有 不 
动 点 . 

但 是 不 要 那么 快 下 结论 . 确实 存在 既 非 紧 又 没有 可 收缩 性 
的 集合 ,但 是 这 些 集 从 确实 县 有 不 动 点 性 质 .但 是 这 些 集合 是 相 
当 病 态 的 .这 类 集合 的 例子 由 图 2.13 所 示 . 不幸 的 是 ,事情 还 有 
男 一 面 , 既 紧 义 可 收缩 的 集合 也 可 能 没有 不 动 点 性 质 . 例如 ， 


和 详 注 ; 俄 文 Marpeuima ,村 站 形状 的 木 售 (一 种 玩具 ，- 般 有 去: 小 
不 等 的 好 几 个 :小 的 能 车 在 大 的 里 ). 


图 2.13 其 在 趟 动 点 性 质 的 韭 紧 在 叫 收编 非 合 


1953 年 树 下 让 一 上 得 到 的 如 图 2.14 所 示 的 KR? 中 的 工 紧 又 df 收 
缩 的 子 集 , 但 芷 它 没有 不 动 点 性 质 .所 以 我 们 能 说 的 最 好 的 活 就 
是 紧 性 和 可 收缩 性 是 ”个 集 人 台 可 能 具有 不 动 点 性 质 的 拓扑 指示 
名 .但 是 这 两 个 条 件 既 不 是 生成 不 动 点 性 质 的 必 归 条 件 也 不 昆 
充分 条 件 . 

由 十 我 们 六 利 的 研究 .在 理解 什么 类 型 的 经 济 行 为 在 - -种 
经 济 中 是 可 能 和 不 可 能 时 礁 于 说 明基 于 赴 动 点 概念 的 拓扑 方 法 
并 不 具有 关键 的 重要 性 .但是 我 们 发 现 不 只 是 在 经 济 中 ,实践 家 177; 
们 利用 不 动 点 的 论证 方法 正明 他 们 所 关心 的 问题 的 解 的 自在 
性 .所 以 ,为 了 支持 在 人 类 事务 中 不 动 点 的 重要 性 这 一 实情 .我 
们 用 来 自 许 多 领域 的 以 相同 的 风格 和 行 话 琢 述 的 点 用 布 劳 威 尔 


至 注 ; Rinoshmla Shin iehi ,日 本 数学 家 . 
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图 2,14 没有 不 动 点 性 质 的 既 紧 又 可 收缩 集合 
的 开创 性 结果 的 几 个 例子 来 结束 本 章 ， 


登 ” 月 


1969 年 7 月 22 有 昌 隔 姆 斯 特 朗 工 成 了 立足 于 地 球 之 外 星球 
上 的 人 类 的 第 -~ 人 ,但是 在 所 有 的 媒体 大 歇 大 捅 的 宣传 以 及 
NASA 中 的 大 肆 吹 趴 作为 支撑 阿姆斯特朗 历史 性 成 就 的 工程 和 
技术 进展 的 背后 ,历史 性 的 阿波 罗 11 登 月 使 命 的 真正 的 但 未 曾 

由 ”译注 : Neil 4iden Armstrong ,美国 宇 航 员 , 阿 证 时 (Apollo) 节 1 飞 
船 指令 长 . 

加 译注; National Acronauties ang Space 上 Administration 之 编 瑟 ,: 关 间 
宇航 局 ， 


提 居 的 不 晨 别 的 什么 事物 而 恰恰 是 在 重力 场 作用 下 运动 的 质 号 
的 午 顿 人 运动 方 各 组 .在 略 地 讲 , 把 王波 罗 11 航 大 般 从 地 球 输 
运 到 月 球 的 间 题 需要 和 在 旭 下 条 件 下 求 牛 赖 方程 组 的 解 ,运动 的 
轨道 应 从 佛罗里达 州 的 -下 纳 维 拉 尔 角 出 发 而 在 月 球 的 " 殉 注 ” 
{Sea of Tranquility} 央 南边 绿 附近 的 平地 于 着 落 . 

登 月 问题 就 是 我 们 所 谓 的 两 点 这 值 问 题 . 如 果 我 们 念 
gtyoxty diti 翅 示 阿波 多 11 航天 舱 在 任意 时 记 二 的 空间 
坐标 , 丽 记 pp 人 0 PiLO) 为 航天 舱 在 三 个 守 间 户 站 的 加 
度 .那么 只 要 给 出 了 这 个 数 就 能 志 征 任意 时 刻 航 天 舱 的 状 等 . 
卉 言 之 ,阿波 器 11 开行 任务 的 时 间 历 程 , 抽 每 地 说 ,只 是 丘 维 空 
问 R? 中 的 一 条 曲线 ,边界 条 件 妇 求 曲 线 在 村 刘 1 =0 的 空间 学 
标 为 卡 纳 维 拉 尔 角 的 空间 向 标 ,而 在 发 行 任 劳 完成 时 的 末 来 的 
一 个 确定 的 时 刻 上 = 了 处 曲线 的 空间 坐标 应 该 是 静海 的 室 卫 党 
标 . 而 且 和 在 终止 对 纪 速 着 谷 标 应 为 零 ,从 而 保证 宇航 员 不 必 拌 机 
着 陆 . 最 后 ,初始 速度 学 标 正 好 是 出 携带 阿波 罗 11 航天 舱 进 入 
轨道 的 土地 火箭 的 推力 给 出 .所 以 数学 问题 就 成 了 上 在 6 维 空间 
中 求 :一 条 满足 上 述 茶 件 的 曲线 ,而 是 三 1=0 和 :=T 了 间 的 任 并 
时 刻 满 足 千 顿 第 一 定律 { 力 = 质量 x 加 速度 ). 

首要 的 任 劳 旺 要 让 我 们 自己 确信 确实 存在 满足 二 述 亲 
点 边 值 癌 是 各 需要 求 的 某 亲 曲线 . 姐 果 存在 不 正 一 条 曲线 ， 
那么 我 们 可 以 就 娜 条 曲线 能 极 小 化 输 这 时 间 .燃料 消耗 . 设 
计 鞠 用 或 NASA 的 工程 师 们 会 任 空 程 出 的 保证 优质 的 装 岂 进 
行 争辩 讨论 . 设 定 人 存在 性 这 就 是 不 动 点 定理 鉴 出 场 起 作用 的 
地 方 了 . 

在 寞 阿 R* 中 连接 油 点 的 所 有 光滑 曲线 的 筷 侣 尾 一 个 无 穷 
维 拓扑 空间 .一般 说 ,至 多 有 -- 条 这 样 的 临 线 在 任意 时 刻 满 足 牛 


人 谋 坟 :lsaar Newion，1543.1.4 -1727.3.31, 人 大 的 此 困 物 理学 
家 .数学 家 . 
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顿 运动 方程 组 ,所 以 ,我 们 从 联接 两 个 边界 点 的 所 有 曲线 (Cr(1) 
二 qe) qt) ga01) pit) ,pa(t1) .pat1)) 中 任 选 :-- 条 更 线 
并 始 . 把 该 曲线 记 交 xo(t1), 它 可 能 并 不 满足 我 们 的 要 求 , 折 以 
我 们 需要 发 展 一 种 从 初始 猜测 xot i) 进行 改进 的 杂种 方法 ， 

为 此 ,我 们 首先 构造 一 个 上 映射 二 把 通过 两 个 端点 的 所 有 曲 
线 构成 的 空间 中 的 任 - -条 曲线 映射 到 该 空间 的 另 - -条 曲线 .其 
次 ,我 们 要 求 在 下 下 保持 不 变 的 曲线 { 不 动 点 ) 具 有 满足 牛顿 方 
程 的 位 置 和 速 度 向 组 . 重复 应 用 这 个 变换 下 导 至 -个 夺 代 过 
程 ,xzift)= 严 (xzotr) zatt = 下 (x1(1)) 等 等 . 如果 有 曲线 主 列 
Fxolt), rtt), xalt ),…| 收 和 化 到- -条 确定 的 看 线 x (1) ,出 该 
曲线 就 是 下 的 -一个 不 动 点 ,因此 也 就 是 我 们 间 题 的 和 解 . 

我 们 从 这 一 窒 述 知道 为 了 求助 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 以 确保 
存在 一 条 登 月 轨道 ,我 们 要 做 两 尾 事 :(a) 把 布 劳 威 尔 原 来 的 结 
果 推 广 人 到 出 通过 卡 纳 维 拉 尔 角 和 静海 的 曲线 构成 的 无 穷 维 拓扑 
空间 的 情形 ,(b) 构 造 该 空间 上 的 连续 上 映 射 下 的 方法 使 得 其 不 
动 点 正好 是 牛顿 方程 的 解 . 

{a) 由 遍 于 绍 德尔 心 的 关于 布 劳 威 尔 结果 的 重大 推广 而 得 
到 满足 ,1930 年 绍 德尔 在 无 穷 维 拓扑 空 间 的 情形 证 明子 - -个 类 
似 的 不 动 点 定理 , 话 当 的 映射 FF 的 构造 则 需要 把 和 牛顿 运动 订 得 
组 表 为 积分 方程 级 押 不 是 微分 方程 组 的 形式 ,然后 应 用 称 为 压 
编 缺 射 原理 的 结果 ,这 是 -- 个 与 布 劳 威 尔 不 动 点 定理 密 切 有 关 
的 数学 成 果 , 但 是 要 进入 到 怎样 确 切 地 去 做 ,由 要 求 读者 具有 上 比 
我 们 所 假定 的 阅读 本 书 需 要 的 数学 基础 要 多 的 数学 基础 .所 以 ， 
只 要 说 明 构 造 天 的 方法 网 实 存在 ,并 在 证 明 广 泛 一 类 重要 问题 
(不 全 是 物理 学 中 的 问题 ) 解 的 存在 性 的 一 戈 应 用 数学 领域 中 经 
常 结合 着 不 动 点 的 论证 在 用 就 足够 了 .下 面 是 这 类 问题 中 的 另 


译注: Tuliusr Pawel sehauder，1899 .9 ,21 1943 .3 德国 数学 区， 
被 纳粹 杀青 . 


一 个 例子 ,这 是 -- 个 来 自 社 会 科学 领域 的 问题 ， 
职业 流动 


社会 学 家 关心 个 同 的 联 严 阶层 之 间 从 一 代 到 为 -一代 的 霸 
动 .作为 一 个 简单 的 倒 于 ,假定 有 一 种 职业 阶 和 雇 : 上 等 ( 5). 中: 等 
CMD) ,和 下 等 CL), 基于 1940 年 代 后 期 在 英国 和 威 尔 [收集 到 
的 数据 ,| 寻 2.15 中 的 独 展 东 了 个 人 卫 代 从 一 个 阶 居 流动 到 只 … .301 
个 阶层 的 概 闪 . 我 们 了 贝 避 以 用 矩阵 米 表示 这 此 状态 转移 : 
FE Ee 上 
UN 448 0.484 0.068 
P= M0.054 0.699 0.247 |， 
FAO.00 0.503 ‘2 
其 中 我 们 把 个 于 :行列 的 数 解释 为 在 :职业 阶层 有 -L 作 的 人 
的 多 所 或 妇 风 在 7 职 烛 阶 是 找到 232. 帮 . 
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图 2.1# 沿 代 人 之 加 职业 流动 的 转移 图 


假定 用 向 十 x(t) = 《tawttyyaxrfr) 表 于 上 时 刻 在 每 
个 职业 阶层 中 的 劳动 者 所 上皇 的 部 分 (自分 比 ) .那么 根据 定义 
xusxy 和 xz 家 十 0 和 1 之 问 的 非 负数 ,并 满足 约束 xp + 4w+ 


LB1 
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xz =1. 疝 量 x(t) 就 是 所 训 的 概率 向 量 . 如果 x (0) 是 :=0 时 刻 
系统 的 状态 ,那么 向 营 和 目 阵 相 乘 的 规则 给 出 了 := 工时 刻 的 状 
态 为 xfl)=xr(0)P. 于 是 ,在 1=2 时 肇 的 状态 为 xf(2) = xl1)P 
=x(0) PP ,一 般 情 形 ,t 时 刻 的 状态 为 x{7) = x (0) 产 . 我 们 订 以 
问 的 可 能 是 唯一 的 毛重 要 的 问题 就 是 :在 充分 长 的 时 间 间 隔 后 
状态 x{t} 是 否 会 收 化 到 一 个 确定 的 劳动 者 分 布 +“*? 

汐 回 管 这 个 问题 ,我 们 注意 到 x (+1) = xi1}P., 这 蕴含 闭 
如 果 当 :上 赵 于 无 穷 时 xf{ 旨 趋 于 -- 个 向 量 * .那么 内 为 抱 阵 P 
与 1 无关 ,我 们 一 定 有 x(t)P 趋 于 x“ 疡 .换言之 ,如 果 xz ' 存在， 
一 定 基 由 年 阵 P 表示 的 线性 变换 的 不 动 点 , 即 x*”=x* 上 .变换 
P 把 所 有 概率 向 世 构 成 的 空间 5 映 到 自身 .但 是 P 是 5 到 5S 的 
常数 变换 ,因此 是 连续 的 ,而 且 $ 也 是 RI 中 的 紧 西 集 , 所 以 江 
即 从 布 劳 碱 尔 不 动 点 定理 得 到 这 样 一 点 x “的 存在 性 . 

我 们 建议 读者 来 验证 这 个 职业 流动 例子 中 的 极限 状态 为 
x” =(0.067.0.624.0.309) 来 结束 这 个 例子 . 虫 此 我 们 得 出 结 
论 : 个 人 最 有 可 能 谋 到 的 工作 是 中 等 职业 阶层 的 工作 , 它 是 下 等 
职业 阶层 可 能 有 的 结果 的 两 倍 . 找到 上 等 职业 阶层 职位 的 村 能 
性 只是 十 六 分 之 --( 当然 是 这 样 1) 现 在 我 们 来 说 明和 入 们 是 怎样 
参与 本 章 开 始 时 关于 问答 “ 淮 是 第 一 名 ?" 的 问题 的 辩论 来 结束 
我 们 关于 不 动 点 的 讨论 ， 


夺 购 者 


通过 说 明 橄 榄 球 队 的 实力 可 以 瑶 似 有 理 地 用 一 个 包含 砷 负 
是 o5 的 数学 卫 数 来 度量 ,我 们 开始 了 本 章 的 讨论 ,其 中 oj 依赖 
于 i 共和; 队 比赛 的 结果 .把 这 些 数 排列 成 一 个 矩 阵 ,我 们 进 一 
步 看 到 要 造 出 一 个 球 队 的 排名 向 量 r 可 以 归结 为 求 方 程 组 
4r =r 的 一 个 解 .这 里 我 们 要 进一步 探讨 这 个 问题 ,首要 的 县 要 
确保 这 样 的 排名 向 量 实际 上 是 存在 的 . 
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研究 结果 表明 大 关于 短 阵 4 的 元 素 a, 的 相当 里 的 条 人 忻 *， 
从 阵 论 中 的 一 个 名 为 裴 龙 一 弗 央 由 尼 岛 斯 (Perron - Frobenii's) 
定理 的 重要 结果 告诉 我 们 这 个 问题 有 和 解 . 大 致 说 来 ,该 定理 说 : 
存在 唯 -- 的 一 个 分 其 为 正人 负 的 排名 向 萎 + ,r 满足 方程 4r = r， 
反 过 来 , 矿 龙 一: 弗 野 贝 尼 马 斯 定理 的 结论 是 从 布 劳 成 尔 不 动 点 
定理 的 应 用 中 得 到 的 ,该 定理 确认 了 像 4 那样 的 元 素 为 非 负 数 
的 逢 阵 是 非 负 向 量 集 谷 到 和 白 身 的 --- 个 连续 的 线性 变换 ,天 此 ,-… 
定 至 少 存 在-- 个 满足 4r = r 的 向 量 r. 裴 龙 一 弗 罗 贝 尼 乌 斯 定 
理 加 强 了 这 一 结果 ,告诉 我 们 在 应 用 于 这 类 问题 的 条 件 下 ,实际 
上 只 存在 一 个 这 样 的 问 最 . 

假定 我 们 采取 虱 扰 对 数 @ 给 出 的 简单 选择 , 即 
1 ]， 著 工 队 有 性 7 队 ; 
oy =4 方 ， 攻 让 队 和 j 队 打 成平 手 


0， 巷 i 队 输 给 7 队 . 
现在 我 们 来 猜 … 个 初始 的 排名 向 量 中 , 取 所 有 的 分 其 为 1. 这 
意味 着 -~ 开始 所 有 的 队 都 有 相同 的 实力 ,于 是 向 基 4 中 的 第 1 
个 分 量 就 只 是 简单 地 表示 i 队 在 比赛 中 原 的 比例 . 42r0 的 第 ; 
个 分 量 就 是 被 队 打 牙 的 队 的 比赛 中 平均 启 的 比例 .这 个 向 直 
可 能 包含 了 有 关 也 比 蹇 日 程 安排 的 效力 的 有 价值 的 信息 .这 
是 否 可 以 用 来 作为 决定 人 金 国 冠 牢 的 好 的 度量 昵 ? 是 的 ,这 比 与 
各 队 比 赛 中 简单 的 下 的 比例 ,向 最 4r 中 本 好 一 点 .但 这 仍然 不 
够 好 . 

主 面 对 和 矩阵 开 款 ce, 所 给 出 的 赵 择 是 杖 不 完善 的 ,特别 是 
对 像 栋 槛 球 那样 的 运动 , 队 与 中 之 间 只 赛 一 次 ,或 个 尔 赛 两 次 
( 另 一 次 在 季 后 赛 中 ). 例如, 不管 比 赛 是 非常 的 --: 边 倒 还 是 旗 
营 相 当 , 数 e 的 确定 把 所 有 的 分 数 都 给 了 胜 方 .而 且 市 败 每 赛 
必 输 的 趴 比 不 与 该 队 比 赛 对 你 的 排名 更 为 有 害 , 因 为 胜 队 打 
败 每 赛 必 输 的 队 得 到 的 次 献 为 零 而 比赛 次 数 却 增 加 了 一 次 . 
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之 所 以 会 发 咎 这 种 情形 是 因为 排 书 方案 给 每 赛 必 输 的 队 指 定 


的 二 为 0. 

一 种 较 好 的 指定 ay 的 方法 也 许 是 把 比赛 两 队 癌 的 得 分 以 
连续 的 方式 进行 分 配 .例如 说 , 若 了 队 与 了 7/ 队 比赛 时 得 分 为 5,， 
而 站 同一 次 比赛 中 队 的 得 分 为 5 ,我 们 可 以 给 i 队 措 定 有 4 = 
(Sy+])A(Si;+2), 但 这 种 方案 有 其 自身 的 弱点 , 即 ,为 了 排名 
在 前 列 ,- -个 队 可 能 会 毫 不 心 慈 手软 . 它 可 能 会 尽 可 能 地 得 高 
分 .即使 是 比赛 对 方 早 已 术 可 收拾 .所 以 为 了 避免 有 的 队 用 这 样 
的 "夸张 "来 改善 其 排名 ,我 们 应 该 把 一 个 得 分 点 进行 非 线性 的 
分 配 . 这样 做 的 好 的 方法 在 交 献 目录 中 到 出 的 有 关 杯 章 的 资料 
中 进行 了 讨论 ,但 是 ,即使 是 这 样 的 e, 的 指定 法 也 有 缺陷 , 邯 太 
强调 一 个 了 的 比赛 日 程 安排 的 效力 .这 是 因为 一 个 队 与 较 细 的 
对 手 比 赛 时 永远 不 可 能 取得 足够 高 的 得 分 以 得 到 较 前 列 的 排 
名 .那么 ,有 什么 可 做 的 呢 ? 

对 付 " 比 赛 日 程 安排 的 效力 困境 "的 一 种 办 法 最 近 由 数学 家 
J* 基 纳 提 出 .他 的 想法 是 ,把 每 个 队 的 排名 看 作 是 每 次 比赛 的 结 
果 的 一 个 非 线性 函数 来 计算 ,更 具体 地 说 ,代替 ev 为 常数 的 线 
性 规则 ( 见 “ 针 和 寺 草 堆 " 一 节 中 的 方程 ( x )), 基 纳 采 用 了 .- 个 
公式 ,其 中 这 些 晤 本身 都 可 能 依赖 于 一 个 队 的 排名 .这 就 导 彼 了 
本 周 排 名 和 下 周 排名 问 的 一 种 非 线 性 关系 . 

在 淤 浦 了 所 有 数学 上 的 模糊 之 处 后 , 按 基 纳 的 方案 求 排名 
问 量 7 就 必须 杰 解 一 个 非 线 性 方程 组 r = Fl(r) ,其 中 FF 是 -- 个 
先前 说 过 的 觅 超 正 方 体 { 不 过 这 次 的 边 长 为 1 而 不 是 100) 到 自 
身 的 连续 但 是 非 线 性 的 映射 .但 是 我 们 知道 布 劳 威 尔 不 动 点 定 
理 对 正方 体 是 成 立 的 ,所 以 我 们 可 以 于 它 来 断言 至 少 存 在 : -个 
向 量 +, 它 是 下 的 不 动 点 ,所 以 基 纳 的 问题 有 一 个 解 .利用 这 个 
非 线 性 方案 基 纳 得 到 了 图 2.1 倒数 第 二 列 所 示 的 1993 年 美国 
大 学 生机 槛 球 季 的 排名 

为 结束 本 节 的 讨论 ,把 这 个 数学 方法 和 体育 记者 以 及 教练 
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的 排 者 进行 比较 大 很 丰 些 的 . 首 克 ,由 惹 纳 广 各 组 得 亨 的 排 全 和 
民意 测验 的 排名 间 欧 变 -已 远 下 民间 负 三 间 的 排名 的 室 韦 蝎 
大 得 多 .这 就 意 哑 首 引 总 测验 还 非 放 独立 的 .这 种 比较 结 昌 让 指 
出 实在 旦 不 有 在 " 戎 好 "| 特 排 名 系 统 ; 涉 辐 的 方 党 给 出 广 个 四 的 
结果 ,因为 尼 有 有] 对 主 娄 | 天 索 风 于 了 不 加 的 权重 .而 当 你 * 近 什 ” 

一 种 地 案 捷 掉 症 某 个 堵 . 时 表征 .你 最 终 艺 会 引进 一 个 你 想 雪 E 
掉 的 反 直 党 的 方面 . 城 启 ,在 对 这 些 方法 进行 了 了 徊 十 军 的 研究 
后 , 基 纳 十 到 至 党 是 -种 决定 排 省 的 相 池 益 的 民间 .在 来 对 于 月 
超过 100 个 队 的 大 学 生 角 比 不 队 泡 加 的 比赛 ， 对 上 能 适 池 地 芹 
虚 所 有 的 真 觉 国 素面 启 , 咯 芍 碟 的 因素 也 许杰 多. 


纸张 揉 皱 的 方法 


与 西方 文化 大 相 徐 庭 的 日 本 文化 以 其 众多 高 雅 而 深奥 的 撒 
式 一 一 二 七 音 诗 .禅宗 佛教 . 相 扑 .盆景 艺 术 ,歌舞 伎 一 一 而 享有 避 
誉 .应 该 列 出 的 另 一 项 就 是 其 精致 的 折纸 艺术 ,或 用 日 本 话说 所 请 
的 日 本 折纸 术 (origami) .这 涉及 把 一 张 纸 以 一 种 方式 折 起 来 使 得 打 
开 时 突然 展现 出 一 个 完全 意 想不到 的 形状 ,通常 是 某 种 动物 的 形 
状 .例如 图 3.1 所 示 的 出 一 张 平 坦 的 方块 纸 折 成 的 飞 岛 . 

数学 上 讲 ,日 本 折纸 术 涉 及 一 个 把 二 维 对 象 变换 成 一 个 一 
维 对 象 的 变换 , 纸 上 的 折 痕 就 是 折 成 的 二 维 对 象 在 平面 上 的 二 
维 投影 . 日 本 折纸 术 爱 好 者 的 基本 问题 是 :给 定 一 个 三 维 “ 日 标 ” 
图 形 , 它 在 方块 纸 上 的 投影 是 什么 ? 换言之 ,人 人 们 必须 在 何 处 以 
及 怎样 去 折纸 以 创造 出 一 个 特定 的 对 象 ” 就 其 本 身 而 论 ,日 本 
折纸 术 属 于 投影 几何 学 的 领域. 

本 章 中 我 们 关心 的 是 抽象 或 具体 地 描述 我 们 可 以 期 望 的 诸 
如 落 的 有 机 体 或 股票 价格 的 浮动 那样 的 事物 的 几何 形状 ,它们 
的 活动 是 按照 物理 学 .生物 学 .工程 .经 济 或 不 管 什么 样 的 规律 
进行 的 .这样 的 实际 现象 是 由 像 细 胞 中 各 种 化 学 物质 的 浓度 这 
样 的 量 或 者 像 金融 市 场 中 的 利率 和 公司 利润 这 样 的 经 济 因 素来 
刻 划 的 .于 是 ,细胞 的 集合 ( 即 有 机 体 ) 的 真实 的 物理 形状 或 有 价 
证 券 价 格 访 史 的 抽象 形状 就 由 这 些 因 素 之 间 的 关系 来 决定 .用 


3.1 飞鸟 的 日 本 折纸 术 


稍微 数学 一 点 的 术语 讲 , 形 状 是 这 些 变 量 的 哨 数 . 

在 大 多 数 和 铺 形 ,如 果 我 们 只 是 改变 化 学 物质 浓度 的 值 或 经 
济 因素 水 平一 点 点 ,那么 系统 的 “形状 "也 只 稍稍 改变 一 点 .但 有 
时 候 存 在 着 一 组 特定 配置 的 值 ,使 得 当 我 们 稍稍 离开 它们 - -点 ， 
由 此 产生 的 有 机 体 或 股票 价格 曲线 的 形状 可 能 会 有 剧烈 的 变 
化 ,例如 从 男人 变 为 交 人 ,或 者 从 稳定 上 升 的 价格 周期 变 成 市 场 
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的 央 汝 .为 说 明 这 一 点 ,-- 种 经 济 可 能 处 十 几 种 状态 :繁荣 、 诺 
退 .缓慢 增长 .滞胀 4 .或 者 萧条 . 假定 这 些 状 态 都 是 像 货 市 供 
应 ,失事 外汇 支付 ,结存 .以 及 消费 者 的 信心 等 变量 值 的 最 终结 
生肉 此 ,经 济 所 处 的 特定 的 状态 中 这 些 基 值 的 吨 数 .于 是 ,在 这 
些 伍 其 的 时 些 俏 处 , 当 估 这 些 值 有 一 个 微小 的 变化 时 就 可 能 把 
经 济 从 这 些 性 质 不 同 的 状态 中 的 -- 个 变 宁 另 一 个 ,这 些 值 就 是 
刻 划 该 经 济 的 晴 数 的 临界 点 . 正 是 在 这 里 ,对 经 济 的 小 的 输入 叮 
能 会 导 敏 该 经 济 的 "得 出 "的 剧烈 变化 ， 

本 章 的 重要 内 容 就 是 关于 数学 上 如 何 法 确定 这 种 化 学 物 质 
的 沙 度 或 经 济 央 款 的 临界 区 域 ,以 及 如 果 我 们 进入 到 这 些 " 丛 险 
邮 带 " ,可 能 会 有 什么 类 型 的 不 连续 变化 出 现 .因为 物理 和 社会 
现象 的 数学 描述 是 由 疝 数 来 实现 的 ,所 以 我 们 在 这 里 的 工作 就 
是 刻 划 “典型 "函数 的 性 态 和 几何 形式 . 

为 了 理解 这 意味 着 什么 ,设想 一 个 旋涡 一 一 或 许 该 去 看 - 
下 水 流向 澡 倪 排水 管 时 的 情形 .现在 假定 有 一 点 肥 提 漂浮 闪 排 
水 管 附近 的 水 而 上 .一 日 肥皂 充分 靠近 族 潢 ,那么 肥皂 运动 轨道 
的 几何 , 即 运动 的 方向 .速度 , 蜡 线 的 指向 , 特 由 旋涡 的 运 功 洲 决 
定 , 即 使 肥 氏 不 是 在 旋涡 中 而 只 是 在 它 的 附近 .位 于 旋涡 中 心 的 
点 就 是 我 们 所 谓 的 临界 点 的 --- 个 例子 ,在 这 种 情形 下 ,就 是 描述 
流体 在 溃 盆 排水 管 附近 区 域 流动 的 消 数 的 临界 点 .在 这 个 澡 盆 


不 同 的 情况 下 ,临界 点 也 可 能 是 把 附近 的 点 排斥 出 去 的 上 出. 蕊 其 
至 可 能 是 使 系统 在 该 点 处 有 着 更 为 复杂 类 型 的 局 部 性 访 的 那 种 
点 . 当 我 们 读 饥 本 章 后 我 们 会 看 到 这 种 可 能 性 . 

从 这 个 旋涡 的 例子 易 知 正 是 临界 点 的 性 质 一 一 它 的 强 诬 、 
作用 范围 .旋转 方向 记 定 着 附近 的 漂浮 对 象 的 路 共 , 即 局 部 
性 态 .在 数学 中 也 是 同样 的 情形 , 晒 数 在 它 的 -- 个 临界 点 处 的 性 

中 详 注 ; 经 济 停 灌 下 的 通货 膨胀 ， 
on 一 一 


态 告诉 我 们 该 质 数 存 喘 近 点 处 将 会 有 怎样 的 性 态 . 本 章 的 止 昌 
目的 之 一 二 归 和 确切 地 说 明 数 学 上 这 意味 普 什 么 并 确切 地 详细 说 
明 在 俐 夫 点 附近 会 汕 现 的 性 质 上 不同 的 局 部 性 坊 . 

识别 : -个 明 数 首 临 和 界 点 附近 局 部 性 态 的 关键 因素 就 是 冯 去 
掉 由 于 我 们 磁 蕊 移 用 的 “下 该 汝 数 的 方式 的 偶然 因 求 引起 的 该 
临界 点 性 态 的 一切 方面 .所以 在 股票 市 场 的 情形 ,无 论 由 诸如 利 
家 .公司 利润 或 奖 似 的 各 变 量 家 水 的 价格 汪 数 是 守信 .该 明 数 的 
内 在 性 态 肯 定 地 应 该 与 我 们 碰巧 迁 由 了 美元 或 日 元 来 度量 价格 
或 当前 的 利率 是 用 百 分数 或 小 数 点 表 失 无 关 . 简 而 这 之 ,我 们 要 
二 求 的 吓 范 数 的 性 质 , 它 们 在 我 们 碰巧 用 来 总 式 地 表示 液 随 数 
的 任何 坐标 系 蜂 "看 来 部 是 一 样 的 ”， 

读者 - : 定 会 看 出 这 个 问题 和 我 们 在 第 二 章 中 和 磁 到 的 是 问 样 
的 问题 ,第 二 章 中 要 求 了 当 找 一 个 册 曲 而 在 挤 压 .他 展 .扭转 或 不 
斯 裂 .不 在 曲面 上 打 洞 的 任何 变形 下 保持 不 变 的 性 质 .除了 破 变 
换 到 自身 的 是 其 "点 "为 油 数 的 抽象 空间 而 不 是 由 几何 点 构成 的 
拓扑 空间 外 ,这 旦 的 情形 是 同样 的 ,我 们 将 武 图 去 识别 的 就 足 能 
展示 整个 一 类 汕 数 的 性 态 特 征 的 “最 简单 的 "函数 ,例如 说 , 丝 两 
个 稍 的 球 可 用 来 完全 表示 所 有 的 二 格 为 2 的 定向 闭 曲 而 的 拓扑 
结构 . 

历史 上 ,本 章 郑 重要 进 的 研究 路 线 的 出 现 也 是 和 折纸 有 有关 
的 一 个 问题 有 联系 的 .假定 我 拿 了 - 张 相当 亲 软 的 纸 ,例如 说 手 
让 纸 ,并 琅 我 的 心意 把 它 庄 皱 ,而 仅 有 的 限制 是 不 允许 有 折 浪 . 
图 3.2 展示 了 在 放大 镜 下 看 到 的 这 个 纸 财 的 -- 小 部 分 的 可 能 的 
样子 .现在 假定 一 只 小 虫 ( 或 许 是 愉 人 苍蝇) 在 这 揉 成 - - 团 的 纸 上 
行走 ,当世 蝇 泊 曲面 行 下 时 会 碰 到 像 a 这 样 的 点 ,在 它 附 近 曲 
面 是 平坦 的 ,也 会 碰 到 像 4 这 样 位 于 * 晴 悦 " 边 缘 的 点 ,以 其 其 
他 类 型 的 点 c 和 了 ,它们 在 下 何 上 其 至 更 为 复杂 .所 以 人 伞 理 所 
当然 地 会 问 :如 条 对 纸 被 奈 征 的 方式 没有 什么 特殊 之 处 , 即 木 同 
于 要 求 庄 争 丰 产生 折 痕 ,而 是 对 压 皱 的 方式 不 可 任何 限制 , 屠 
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竹 3.2 却 成 一 团 的 纸 革 的 局 部 区 域 


么 当 巷 蝇 在 抒 成 一 团 的 纸 上 漫游 时 . 它 能 期 望 碰 到 的 点 的 奖 弄 
是 什么 呢 ? 换言之 ,和 守 么 是 亿 压 一 张 手巾 纸 的 “典型 方式 呢 ? 

为 了 更 充分 地 了 解 这 个 问题 ,让 我 们 更 具体 一 点 来 看 看 “ 折 
痕 " 的 含义 是 什么 ,没有 折 痕 只 不 过 是 意味 郑 纸 的 扭转 积 收 紧 放 
松 都 是 数学 家 所 谓 的 “光滑 的 " ;所 以 和 日 本 折纸 (为 展开 成 各 种 
形式 ,线条 分 明 的 折 痕 是 关键 的 ) 不 同 ,这 里 我 们 东 人 允许 在 纸 上 
有 了 本 口 那样 的 折 痕 .在 这 样 的 条 件 下 ,一 般 讲 ,在 任 一 点 附近 兵 
成 一 还 的 纸 团 可 以 呈现 的 样子 有 三 种 可 能 的 形式 ，; 

a， 在 该 点 附近 继 是 平坦 的 . 

b. 该 点 位 于 纸 的 一 条 折线 上 ， 

ce.， 在 该 点 一 条 福 宙 正在 形成 . 


图 3.2 中 标记 为 a,6,c 的 点 分 器 表示 这 三 种 类 型 的 点 . 

无 须 对 揉 纸 团 做 太 多 实验 就 会 发 现 还 可 能 有 其 他 类 型 的 
点 .例如 图 3.2 中 的 点 荆 就 是 一 种 新 类 型 的 点 .但 是 对 纸 做 -- 
点 捏 转 和 折 生 的 实验 ,我们 很 快 会 发 现 ,如 果 点 不 是 ab 或 型 
的 ,那么 纸 的 位 置 的 任意 小 的 改变 就 可 以 变 掉 这 样 类 型 的 点 . 图 
3.3 展示 了 只 要 底 袍 宰 稍 稍 往 右 挤 一 下 就 看 到 d 点 的 类 型 是 起 
样 变 掉 的 . 另 一 方面 ab 和 <c 型 的 点 不 可 能 通过 这 类 小 的 改变 
而 消失 的 .所 坟 当 苍蝇 漫游 在 一 张 压 皱 过 的 纸 的 表面 时 能 期 望 
碰 到 点 的 类 型 正 是 这 类 点 .用 更 正式 的 语言 说 ,只 包含 这 三 类 典 
型 点 的 纸 的 压 争 称 为 通 有 的 ( 压 锌 ). 因 为 任何 其 他 的 压 久 都 可 
以 通过 原来 择 成 的 纸 团 的 一 个 任意 小 的 形变 变 成 还 有 的 压 皱 ， 


图 3.3 纸 的 遂 丰 的 折 香 


我 们 不 仪 看 到 了 类 埋 a,b 和 * 的 点 是 典型 的 可 能 性 ,而 且 达 知 
道 是 什么 原因 使 它们 成 为 典型 的 :它们 在 如 下 意义 下 荐 稳定 的 , 妈 
揉 成 的 纸 团 的 小 的 扰动 不 能 改变 这 些 点 的 类 型 . 像 a 那样 的 点 尾 
最 简单 .最 普通 的 总 ,所 以 称 之 为 正则 点 . 其 他 类 型 的 点 都 称 为 奇 
点 * 因 为 它们 构成 了 所 有 可能 的 点 集中 的 很 小 的 子 集 .在 所 有 的 奇 
点 中 ,只 有 像 5 和 < 那样 的 点 是 稳定 的 . 所 以 ,我 们 要 证 的 芒 蝇 , 当 
它 漫游 在 手巾 纸 上 时 ,能 期 望 碰 到 正则 点 , 补 点 或 两 条 宰 线 相交 的 
点 (数学 上 称 为 尖 志 ). 妇 果 营 蜗 碰 到 了 任何 其 他 类 型 的 点 ,那么 它 
就 有 理由 感到 惊奇 .而 丝 这 种 令 人 感到 惊奇 的 点 的 类 型 总 可 以 通过 
把 纸 团 轻 轻 拱 动 而 灾 成 像 a ,5 或 那样 的 点 . 
光 清 地 揉 手巾 纸 的 过 程 是 把 一: 张 平面 (原来 的 一 片 平 的 纸 ) 恋 
换 成 男 一 张 标 成 团 的 纸 的 变 撞 更 例子 .{ 回 忆 一 -下 ;从 第 2 章 我 们 知 
道 , 只 要 纸 没 有 被 括 昏 , 冉 么 一 张 平坦 前 手巾 纸 是 拓扑 等 价 于 揉 成 
团 的 纸 的 .因此 , 揉 的 过 程 在 数学 .上 和 把 平面 变 为 自己 的 变换 丰 一 
样 的 .) 所 以 ,这 是 对 平面 上 每 一 个 老 的 点 指定 平面 圭一 个 或 多 个 点 
的 函数 的 例 于 .从 而 在 这 样 的 意义 下 ,就 像 寻 前 面 的 经 济 例 子 中 所 
做 的 那样 ,我 们 可 以 把 摩 来 的 平坦 的 手巾 纸 看 成 是 变换 的 “输入 "， 
于 是 "输出 "就 是 迄今 可 能 还 在 你 的 康 纸 签 时 的 纸 团 . 
土 面 给 出 的 论 让 构成 了 由 HV: 圳 特 尼 DD 于 1955 年 证 明 


呈 ”译注 : Hasster V. Wihitmey ，1907.3.23 ~ ,美国 数学 家 . 
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的 惠 特 尼 定 理 的 :个 非 跨 式 的 阵 述 ， 犯 所 证 明 的 是 : 对 于 任 - 
把 平面 上 的 点 变换 到 另 -一 个 平面 上 去 的 光滑 变 换 【 即 没有 扩 狠 
的 变换 ) 而 地 ， 能 有 代表 性 地 出 现 的 点 的 类 型 只 有 正则 点 、 赚 
点 和 尖 点 ; 有 只 要 把 灾 换 稍 梢 改变 一 点， 任何 其 他 的 类 型 就 会 消 
失 . 

叉 乱 这 个 结果 看 起 来 相 瘦 特殊 , 必 只 下 关于 平 击 到 平面 的 
光滑 变换 ,但 是 它 展 示 了 太 才 的 问题 ,因为 如 若 月 大 能 证 出 对 于 
从 平面 到 平面 的 映射 能 由 型 地 碰 到 的 点 址 有 三 种 类 型 移 话 , 囊 
么 人 们 或 许 由 能 证 如 关于 其 他 类 型 的 空间 和 毛 相 之 间 的 光 潍 变换 
的 上 和 似 的 结果 .例如 ,人 人 天 天 生活 所 在 的 二 维 空间 中 到 实 负 
R! 的 光滑 变换 ,或 者 -- 个 炸 面 包 圈 的 表面 , 环 面 站 , 到 男 一 个 
环 面 的 变换 , 要 想 丁 解 存 关 这 些 事情 的 任何 人 人 的 追求 原因 的 问 
题 也 是 本 章 的 重要 内 容 , 并 将 在 我 们 讲 下 点 的 过 程 中 得 到 回 符 . 
如 果 我 们 有 了 这 类 信息 ,那么 我 们 就 能 够 展示 会 出 现 这 些 变换 
的 标准 的 , 即 最 简 的 ,方式 ,并 获得 如 下 的 泣 察 : 当 我 们 移动 癌 题 
中 的 变量 -点 点 时 ,人 人 声称 所 表达 的 实际 现象 会 怎样 地 作出 
反应 . 

事实 上 ， 患 特 尼 的 结果 并 不 出 平 意外 ， 它 是 受 启 发 二 
M: 莫 尔 斯 中 1930 年 关于 光滑 函数 (而 不 是 平面 爱 射 ) 的 临界 
点 的 性 质 的 早先 的 研究 成 果 . 莫 尔 斯 所 考虑 的 是 通常 的 m 维 
空间 到 实数 ( 比 平面 要 小 得 多 的 空间 ) 的 光滑 变换 莫 尔 斯 能 
证 明 : 我 们 可 以 期 望 在 这 样 一 个 鹃 数 的 临界 点 附近 该 贾 数 从 儿 


由 详 注 : Harold Marston Morse，1892，3、24 ~- 1977. ，22, 英国 
数学 家 ，1932 年 当选 为 关 国 国家 科学 院 院 二 ，1964 年 获 美 国 轩 家 科学 兹 
章 . 蔓 尔 斯 继 划 了 位 克 十 :并 【George David Birkhof，]884. 3. 21 ~ 
1944. 11.， 12， 美 国 数学 家 ) 在 动力 党 方向 的 工作 ，1925 年 推广 此 极 小 
极 大 原理 ， 第 -一 次 得 出 英 尔 斯 不 等 式 ， 以 后 形成 三 葛 尔 斯 奋 论 ， 他 的 理 
论 总 结 于 1934 条 出 版 的 《大 大 转变 从 法》 书 中 .这 … 碌 论 是 把 入 扑 学 
与 分 析 党 结合 成 为 大 范围 分 析 的 开端 ， 


条 上 在 起 来 就 像 上 个 著 点 一 一 在 其 些 方 同 上 磷 昌 凋 上 ， 下 在 男 

“ 些 广 向 上 弯曲 站 王 ， 而 且 他 证 曙 了 在 本 数 的 任何 小 的 本 骞 下 
这 样 的 几何 保持 不 变 ， 即 这 样 的 上 闫 数 在 如 于 意义 下 是 稳 之 的 : 
任何 邻近 的 吨 数 在 上 所 普 瑟 的 临 输 点 的 附近 者 给 出 同样 的 拒 何 图 
象 ， 代 是 禁 更 他 细 地 捕 述 这 些 结果 之 前 ， 计 我 们 先 来 看 个 采 
电 物 理 尝 的 特殊 问题 ， 几 以 说 明 在 惠 常 - 般 的 情形 下 项 尔 斯 能 
证 咀 什 人 么 . 


西 个 柱 体 间 流体 的 流动 


号 十 如 图 3.4 所 天 的 双 轮 硬 麻 的 情形 .这 是 由 辕 放 弃 流 体 
中 的 两 个 深 轴 并 今 其 按 相 同 的 产 向 旋转 而 构成 的 .在 机 械 了 工程 
中 , 当 有 和 轴 在 流体 中 旋转 时 经 常会 出 现 这 类 癌 吓 .例如 ,大 区 数 
汽车 发 动机 的 凸轮 轴 以 这 样 的 方式 和 处 王 流 体 状 态 的 汽车 机 油 
-起 转动 . 重 李 的 是 村 能够 在 给 定 滚 辅 的 旋转 速 举 以 及 像 流 体 
的 粘性 等 性 质 后 去 计算 流体 中 的 流 线 .由 为 当 流 线 断 掉 时 ,漂流 
虑 产生 了 .而 县 沿 流 的 发 后 怡 好 是 机 汕 的 润滑 效果 完全 停止 的 
时 适 ( 莹 际 荆 停 正 1， 


图 3.4 不 辊 月 腰 


从 图 3.4 我 们 看 到 在 深 轴 之 问 有 “个 讲 止 点 ,在 该 点 流动 
为 零 . 汪 目 点 的 严 皇 站 测 为 在 滚 轴 之 加 的 流体 以 相反 的 方 丫 但 


相同 的 速度 运动 而 造成 的 .因此 ,流体 在 中 点 的 向 上 返 动 被 流体 [好 ; 
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3.5 到 辊 碾 磨 的 理 沦 流 线 


在 该 点 好 的 向 下 运动 抵消 了 .结果 表明 在 x - y 平面 上 滞 正 点 
附近 的 流动 模式 的 流 线 果 以 数学 地 用 方程 ax? + By? =e 取 不 问 
的 c 值 来 表征 ,首先 固定 a 和 并 使 之 有 相反 的 符号 .这 样 的 一 
组 流 线 如 图 3.5 所 示 , 我们 要 指出 进出 沾 丰 点 的 真实 流 线 实际 
上 是 弯曲 的 .所 以 ,为 了 把 真实 的 流 线 化 为 图 3.5 所 示 的 理想 化 
模型 需要 作 变 量 x 和 y 的 一 个 变换 把 通过 位 于 图 形 中 心 的 滞 止 
点 的 流 线 “ 拉 直 ". 英 尔 斯 定理 的 一 部 分 是 专门 用 来 使 我 们 确信 
变量 的 这 种 " 拉 直 ”变换 总 是 存在 的 ， 

但 是 即使 是 停留 在 库 来 的 x,y 坐标 系 里 ,简单 的 近似 ax? 
+ 56y? 也 近 亿 得 很 好 一 一 基 至 对 于 江上 下 点 附近 有 关 的 流动 的 物 
理 计 算 也 很 好 .这 种 近似 的 成 功 主要 应 归 因 于 以 下 事实 ;要 察看 
的 流 线 的 标准 的 ,或 者 说 是 典型 的 样式 是 由 这 个 二 次 函数 纵 出 
的 .物理 上 讲 , 这 是 因为 对 于 这 样 的 { 流 线 ) 形 状 流体 的 能 二 达到 
极 小 ,这 是 从 下 面 的 原理 得 到 的 :每 个 系统 都 运动 到 它 的 最 低能 
量 状态 ,除非 有 其 他 因素 阻止 它 这 样 做 .数学 上 ,这 个 二 次 函数 之 
所 以 能 成 为 最 简单 的 模型 的 前 提 正 是 莫 尔 斯 定理 的 直接 推论 , 沪 
定理 说 在 是 数 临界 点 (在 这 里 就 是 模 述 流 体 流动 流 线 的 消 数 的 沸 
正点 ) 峙 近 , 看 起 来 像 二 次 函数 的 函数 是 典型 的 . 所 以 如 果 没 有 特 
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殊 的 约束 加 在 流体 上 ,那么 能 期 望 的 流 线 看 起 来 就 像 图 3.< 所 未 
的 那样 -这 意味 着 试图 数学 地 描绘 沿 止 点 附近 流动 的 水 为 ] 程 师 
无 须 遂 过 搜索 所 有 可 能 的 图 数 来 创立 流动 的 模型 , 最 简单 的 模型 
时 已 在 手 -一 一 它 很 简单 ,只 是 一 个 二 次 消 数 ,工程 师 怎 么 知道 这 
就 是 最 简单 的 裤 型 呢 ? 很 容易 ~ 一 莫 尔 斯 定理 . 

为 解释 为 什么 是 这 样 ,并 为 阐述 莫 尔 斯 的 工作 作 好 准备 ,我 
们 必须 简单 地 讲 -一 下 怎样 数学 地 表示 像 前 面 所 描述 的 双 辊 碾 磨 
中 的 流 线 那 样 的 光 清 函数 .等 个 省 滑落 数 在 给 定点 附近 的 值 可 
以 表 为 该 蚁 数 自 变 基 的 一 个 无 秀 宕 级 数 . 例如 初等 三 角 中 康利 


的 正弦 疝 数 在 点 x = 在 附 近 就 可 以 出 级 数 
» -这 x x x oe 
ni 31Ts1 71+ 


表示 .其 中 ! 袁 拓 阶 果 靖 数 mn = aa-Tifn -2)x2x1 该 
级 数 使 我 们 能 计算 =0 附近 x 值 处 sinx 的 值 的 很 好 的 近世 
值 .通过 察看 这 个 级 数 的 项 我 们 就 能 识别 要 才 多 少 项 就 能 了 解 
该 酷 数 在 原点 附近 是 怎样 的 性 态 的 一 芭 方 面 .我 们 将 会 君 到 莫 
尔 斯 定理 告诉 我 们 通常 不 需要 太 多 的 项 ;事实 上 ,你 无 须 超 过 二 
阶 贰 ,除非 消 数 有 非常 特别 的 地 方 . 在 渔 数 有 一 些 特别 之 姓 时 ， 
突变 论 将 告 沂 我 们 应 该 用 多少 项 .这 些 理论 的 思想 玫 依赖 于 怎 
样 通过 一 种 灵巧 选 定 的 坐标 变换 把 用 ”…” 表 去 的 项 完全 消 支 . 
所 以 我 们 来 看 -下 怎样 能 做 到 这 点 的 论证 . 


索 勒 余 项 


假定 我 们 下 一 个 单 变量 x 的 函数 六 它 可 用 图 3.6 所 水 的 光 
滑 槛 线 来 表示 ,他 该 电线 足 铝 光 刘 { 这 是 我 们 在 本 章 的 余下 部 分 
的 栋 准 的 操作 假定 ), 则 由 初等 微 积分 知道 ,对 给 定 基 点 so 附近 
的 任意 点 ,在 x 处 的 值 可 用 无 穷 级 数 


Fx)=anac) tamxo(r xo) tas(xo(x ~ xo) 4+.*, (x) 


1951 


米 表 示 . 甚 中 旦 a,(x2} 是 其 值 依 赖 于 所 选 的 基点 x*o( 当然 也 依 
赖 于 由 的 实数 .这 个 无 穷 级 数 的 表示 称 为 了 在 点 xs 处 的 泰勒 由 
级 数 , 而 数 ui(xo) 称 为 展开 系数 .( 插 话 : 对 熟悉 微 积 分 的 人 而 
言 ,这 些 展开 系数 就 是 函数 f 在 xo 处 的 各 阶 导 数 匀 上 相应 的 党 
数 因 子 . 介 在 这 时 我 们 无 殴 用 到 这 个 事实 .) 


图 3.6 … 个 单 变量 的 光滑 师 数 


关于 泰勒 级 数 ( * ) 划 指出 的 第 一 件 事 就 是 它 只 是 -种 局 部 
表示 : 它 给 出 了 基点 xo 附近 的 点 x 处 了 的 值 ,如 果 我 们 想 要 划 
道 在 远离 xo 处 函数 的 情况 ,那么 必须 在 该 远 处 的 点 的 附近 的 一 
个 新 的 基点 处 计算 新 的 无 究 级 数 .当然 ,这 个 新 的 级 数 有 它 自 己 
的 展开 系数 . 

假定 今后 我 们 关心 的 是 了 在 原点 附近 的 性 态 , 即 把 基点 取 
作 xe=0 将 简化 我 们 的 讨论 :也 将 简化 我 们 的 记 导 .这 也 不 会 失 
去 一 般 性 ,因为 从 图 3.6 可 见 水 平移 动 * 轴 总 可 以 使 基点 和 坐 
标 系 的 原点 重合 .类似 地 把 表示 上 了 的 值 的 寻 直 轴 . 和 下 移动 总 可 
以 使 曲线 f 通过 原点 .这 就 是 说 我 们 可 以 取 AL0) =0. 把 这 两 个 
坐标 变换 ,从 xo 到 0 各 从 所 xo) 到 0, 合 在 -- 起 ,f 在 床 点 的 索 勒 
级 数 可 写 为 


他” 评注 : Brook Tavlor,1085.8.18 -~ 1731.12.29, 英 国 数学 家 . 


fx =altOx ra OF xT + of O) x? + me， 1 
【< * 对 所 有 在 中 点 附近 的 点 成 立 . 为 进 :和 步 简化 记号 .我 们 把 
aif0) 中 的 0 去掉. 以 后 我 们 天 家 部 问 意 这 表示 我 们 关心 的 六 二 
在 原点 附近 了 的 局 部 行为 . 

而 并 假 设 ao, 不 各 于 堆 , 则 (CC* *)} 瞳 孙 F(x) 近似 地 等 于 
at 因为 只 要 * 全 分 靠近 0 (> 中 和 的 闹 阶 项 可 以 要 多 小 就 
有 多 小 .这 是 四 为 x 是 很 小 的 ,于 是 好 比 * 小 得 多 ,而 科 则 更 
小 ,对 于 x* 的 更 高 阶 的 项 则 更 小 子 . 因 此 ,如 果 我 们 取 一 点 < 非 
常 靠近 0, 则 项 ex 将 控制 无 究 级 数 的 其 余 的 项 . 对 于 这 种 情 
形 ,我 们 把 原 点 称 为 上 的 正则 专 , 四 为 益 不 密 是 同样 的 理由, 折 
纸 同 题 疼 3.2 中 的 a 点 被 称 为 正则 点 ,有 即 它 们 是 光 谓 隔 数 可 以 
有 的 典型 的 点 .图 3.6 中 的 点 p 就 是 这 样 的 一 个 正则 点 . 

但 是 ,如 若 za1=0 又 将 会 怎样 呢 ? 图 3.6 中 的 5 点 就 可 以 
作为 这 种 临界 点 的 例子 ,在 该 点 附近 表示 了 的 曲线 是 " 丹 状 的 ”， 
矿 的 指向 , 指 冉 上 或 指向 下 ,是 由 a; 的 符 导 决定 的 ; 正 意味 着 指 
向 上 , 负 意 味 着 指向 下 . 回顾 - -下 关于 流体 流动 的 讨论 , 若 ca 
>0, 这 样 一 点 叶 囊 示 了 流体 处 于 其 极 小 能 量 “ 形 状 " 时 的 周 形 . 
从 这 样 的 形状 移 古 就 要 沿 达 边 肥 上 去 .在 这 种 情形 ,我 们 把 原点 
你 为 f 的 非 授 化 临界 点 .所 以 , 沼 a1=0 时 ,展开 式 { * * ) 隧 示 
当 x 充分 千 近 人 0 时 我 们 有 fix) = aaxr2. 换 青 之 ,在 非 退 化 临 给 
点 的 附近 滑 数 了 近似 等 于 ( * x ) 的 二 次 项 . 

和 但 也 可 能 有 a1,a; 部 等 于 零 的 情形 .这 时 我 们 把 原点 称 为 
退化 临 蜡 点 .图 3.6 中 的 ec 点 就 是 这 类 点 的 图 示 , 划 尔 斯 定理 的 
一 部 分 告诉 我 们 这 种 情形 是 少 有 的 ;本 过 ,确实 会 有 的 . 如果 有 
这 样 的 点 时 ,通常 意 昧 着 随 着 哟 数 所 表示 的 物理 过 程 的 进行 将 
会 有 冶 怪 的 守 情 发 生 ,例如 杆 的 压 曲 或 政治 革命 的 爆发 . 妆 a1， 


中 译注 ; 柳 诬 的 奢 点 ， 


- 


a2 都 等 于 零 时 表达 式 (* * ) 表 骨 背 x 是 够 小 我 们 应 有 (x) = 
qa .如 果 是 这 样 , 邢 么 了 在 说 点 附近 的 局 部 行为 由 其 泰 甚 缴 数 
的 第 一 -个 非 零 弄 来 近似. 

对 于 光滑 也 数 , 感 兴趣 的 主要 性质 是 在 临界 点 附近 肾 数 的 性 
态 如 何 变 化 ,内 为 在 企 则 点 内 近 圾 数 的 性 态 是 乏味 地 正 财 .本 质 
上 就 和 直线 {或 高 维 空间 中 的 平面 ) 一 样 .但 是 在 临界 点 处 就 自 事 
情 发 生 T, 这 正 是 消 数 移动 到 成 为 其 局 部 极 小 或 极 大 “转向 "的 地 
方 , 或 者 其 至 会 有 些 更 冶 粒 的 事情 发 生 , 如 时 这 是 一 个 退化 临界 
点 的 话 . 所 以 如 果 我 们 要 油 察 阔 数 是 怎样 由 其 各 种 不 同 的 局 部 性 
态 组 合 而 成 的 话 ,我 们 就 需要 揭示 函数 在 临界 点 附近 的 性 态 , 六 的 
任何 临界 点 一 一 非 退 化 的 或 退化 的 一 一 称 为 函数 的 奇 点 . 麻 点 再 
论 的 旧 标 就 是 要 使 前 述 的 关于 函数 局 部 性 态 的 貌似 有 理 的 论证 
在 数学 上 盛情 可 击 , 并 把 它们 推广 到 了 是 n 个 变量 xxza，…, 
的 情形 ,而 不 是 迄今 我 们 所 讨论 的 单 变 量 的 情形 . 

为 了 解 为 什么 在 拼合 到 函数 的 总 体 全 局 结构 中 去 时 ,局 部 
性 态 的 重要 性 ,假定 我 们 知道 光滑 沿 数 了 的 临界 点 位 于 点 
z= ,x 二 名和 x =c .而 县 很 定 a 和 和 5 是 非 退 化 临界 点 ,使 得 在 
a 附近 f(z) 二 {x -ae)2, 而 在 8 附近 xz)= (x -7 最 后 设 e 


a p CC 
图 3.7 在 六 个 临界 点 附近 函数 的 性 柱 


是 一 个 退化 临 外 点 ,使 得 在 e 的 周围 Fax )= 一 《x -ce .从 图 形 9%81 


上 看 就 是 如 图 3.7 所 未 的 情形 .但 是 我 们 知道 ,远离 每 个 临界 点 
的 地 方 函 数 的 性 态 类 似 于 直线 ,我 们 可 以 利用 这 个 事实 来 构 通 
出 曲线 的 中 点 部 分 .因此 为 重建 函数 的 整个 全 局 性 态 , 我 们 震 才 
知道 的 就 是 在 临 蛋 点 附近 是 怎样 的 局 部 性 态 的 信息 . 奇 点 理论 
将 给 子 我 们 这 些 信 息 . 为 说 明 奇 点 理论 怎样 能 帮助 我 们 识别 系 
统 中 哪些 地 方 会 发 生 奇 怪 的 事情 ,我 们 来 察看 -- 下 -- 个 电力 生 
成 系统 的 动力 学 行 为. 


电力 生成 


考 盯 虫 两 个 发 电机 组 成 的 一 个 电力 供应 网 .由 发 电机 据 供 
的 电力 的 -~ 种 描述 是 由 发 电机 转子 的 角速度 和 它们 的 招 转 角 表 
未 的 函数 
TU .Xi S 一 人 十 3 GXT ~ bxl1— COOSX? 


给 出 ,其 中 zx: 是 转子 1 和 转子 2 的 角速度 之 差 ,x; 是 两 个 转子 
的 电力 扭转 角 之 莽 ,a 是 两 个 转子 的 角 动 量 之 积 ,b 是 转 -f 的 阻 
尼 因 子 之 差 ,而 是 两 个 角 动 量 之 各 与 两 个 发 电机 的 电 开 之 积 
的 乘积 .这 里 我 们 兴 局 子 在 原点 的 这 个 临界 点 和 两 个 转 地 运动 
的 动态 过 程 的 平衡 亿 置 是 一 样 的 .我 们 和 在 后 面 将 会 对 这 种 认同 
说 得 更 多 - -点 ,由 为 它 构 成 了 罕 蛮 论 和 动 态 系统 的 分 歧 理 论 的 
接触 总 ,在 这 个 电力 于 成 过 程 中 ,我们 将 会 看 到 奇 点 理论 能 使 我 
们 知道 能 导致 时 地 区 电力 供应 中 断 ( 甚 至 可 能 会 发 生 积 1977 年 
角 动 纽约 城 几 天 的 断 电 那样 的 重大 事情 ) 的 这 些 a ,5 和 <。 的 值 
的 组 合 .因此 ,我 们 想 要 知道 当 发 电机 的 转子 处 于 其 平衡 位 置 时 
函数 耻 在 原点 的 性 态 . 

为 分 析 在 原点 这 个 临界 点 处 的 性 质 ,我 们 把 滑 数 号 成 
一 个 泰勒 级 数 . 遗 误 的 是 ,为 此 要 懂得 多 一 点 微 积分 .所 以 你 必 
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须 相 售 在 原点 附近 站 关 十 cxs 的 泰勒 级 数 有 好 下 的 形式 


Vixpra) {oar Or -二 Teosin0)yra 


+ ort + Orz + (eeosO) ri + 
= bry rT + FAi 4 
所 以 若 0 关 0) 则 原点 是 一 个 正则 点 , 行 提 =0 而 ac 不 全 为 殿 , 则 
原点 是 - -个 非 退 化 临界 点 . 茬 a 的 为 赤 , 则 原点 为 -- 个 退化 
临界 点 , 当然 ,看 后 者 的 博 形 , 陋 数 下 自己 退化 成 为 零 肯 数 ， 

1930 年 ,让 菜 尔 斯 证 明子 一 个 关键 的 定理 , 它 使 我 们 能 把 
早先 关于 单 变量 光滑 也 数 泰 勒 级 数 中 的 低 阶 项 等 于 零 时 能 告诉 
我 们 访 申 数 的 局 部 性 态 的 相当 交接 的 结果 推广 到 多 变量 函数 的 
情形 .为 简单 计 , 我 们 把 广 章 力 眼 于 有 限 个 盆 量 的 情形 ,尽管 征 
适当 的 条 件 下 莫 尔 斯 定理 甚至 可 以 推广 到 无 穷 多 个 变量 的 情 
形 .我 们 早 就 在 双 辊 万 不 问题 由 见 过 这 种 陌 个 变 生 的 申 数 的 合 
子 , 其 中 系统 的 能 量 由 两 个 空间 位 置 的 咀 数 诬 x ,yy 给 出 .前面 
简单 讨论 讨 的 经 济 实例 也 导致 多 个 变量 的 星 数 ,我 们 将 在 后 
“事物 的 形状 "一 节 中 由 仔细 地 讨论 的 鉴别 细胞 和 形 怎 坚 的 问题 
也 导 部 到 个 变量 的 孙 数 . 

为 了 叙述 莫 尔 斯 定理 就 过 要 对 我 们 所 说 的 一 个 蚂 数 “看 起 
来 像 " 另 :个 函数 童 味 着 什么 讲 得 更 加 确切 一 点 .这 就 朗 求 以 我 
们 在 第 2 章 中 对 闭 上 曲面 空间 中 引进 的 搞 扑 等 价 性 的 完全 类 似 的 
方式 在 光滑 丽 数 类 中 引进 光滑 黎 价 的 概念 . 


对 泰勒 余 项 下 功 去 
再 次 考虑 单 变量 * 的 光滑 范 数 六 还 假设 序 点 是 了 的 非 退 化 


临界 点 .于 是 我 们 可 以 好 下 
六 as ax2d+Tavl， 
其 中 ”Ta 表 朱 了 了 在原 已 内 近 展 开 的 /的 泰勒 级 数 中 所 有 的 也 
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这 答 上 

阶 项 , 即 所 调 的 泰 副 级 数 的 余 项 . 忽 上 Tayl, 即 取 x 非常 恩 让 诛 
点 .如 申 就 讨论 过 的 .我 们 常常 可 以 得 到 地 得 的 很 好 的 近 钠 ， 
如 果 我 们 能 鸽 Ta 党 企 消失 掉 不 怀 太 好 了 吗 ? 于 是 我 全 就 
想 上 有-- 个 上 的 精 糊 的 条 部 表示 打 不 只 是 -个 近似 . 奇 心 理 
论 将 告诉 我 们 怎样 去 撑 Ta 外 押 及 .这 是 重要 的 , 因 广 可 能 会 
有 如 下 的 情形 :时 古 部 特征 不 能 由 其 泰勒 级 数 的 任何 在 限 
项 得 到 . 

例如 ,考虑 由 个 灾 工 的 解析 盟 数 , 其 真 到 次 数 为 17 的 三 的 
泰勒 展 于 为 


77 1 ! 3 ] > 1s 
== 1 和 了 2 二 放 丰 坝 和 各 
f YT 十 7 和 1 光 3 十 "十 151* x 


因此 在 xi 轴 或 x; 轴 上 的 任意 点 (ri 人 或 (0, ec) 都 是 方 祥 
AP =0 的 解 .现在 假定 我 们 已 通过 求 第 18 次 的 项 求 得 /的 达 
勤 级 数 的 更 密 :点 的 项 
大 = + jd 

方程 放 i=0 当 x;>0 时 无 解 .这 意味 着 了 "? 芯 至 不 足以 决定 
及 下 的 特征 ,更 别提 本身 的 特征 了 , 奇 点 理论 通过 向 我 们 设 基 
在 什么 样 的 确切 的 点 处 隧 数 的 泰勒 级 数 的 俱 项 可 以 消 掉 , 从 市 
确切 地 告诉 我 们 为 了 完全 描述 函数 的 局 部 行为 帘 要 泰勒 绕 数 的 
多 少 项 . 

大 致 说 来 ,其 起 法 就 是 认识 到 符 标 系 基 可 以 任意 选 路 的 . 这 
有 点 像 可 以 用 米 尺 也 可 以 内 码 尺 米 量度 人 的 身高 那样 . 当 伯 用 
不 同 的 尺度 时 你 得 到 不 问 的 造 数 .但 大 的 身高 完全 不 会 出 于 这 
样 任 意 选 定 的 尺 了 而 改 密 的 .对 冰 数 也 是 - 样 .使 一 个 范 数 有 别 
于 其 他 琢 数 的 本 质 特征 一 一 其 结构 是 契 ! 或 着 至少 是 不 应 
该 ) 依 赖 于 我 们 郁 五 用 来 表 具 因数 时 所 选 的 坐标 系 的 访 上 所. 末 
以 ,如 果 我 们 把 原 玉 的 > 仅 杯 转换 为 已 巧 地 选择 的 新 华 标 系 ，， 
也 许 在 y 学 标 系 下 小 泵 的 该 晤 数 会 有 Tay1=0. 在 这 种 情 撒 上下， 
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我 们 就 可 以 肯定 余下 的 项 就 是 该 了 清 数 的 本 质 结构 ,而 不 是 我 们 伪 
然 地 选择 的 坐标 系 里 出 现 的 人 为 假象 .说 明 怎 样 消 掉 Tayl 并 知道 
余下 来 的 是 什么 ,这 几乎 就 是 奇 点 理论 的 大 部 分 内 容 了 . 现在 证 
我 们 来 看 看 所 有 谈 及 的 坐标 变换 对 两 个 等 价 的 扼 数 的 作用 吧 . 


看 似 相 似 的 事物 


寻求 一 组 数学 对 象 的 正确 的 { 即 有 用 的 ) 等 价 概念 完全 取决 
于 我 们 愿意 允许 对 蒙 有 多 大 的 变形 而 仍然 认为 它们 是 "同一 
的 ”对 于 第 2 章 中 考虑 的 闭 曲 面 和 其 他 的 拓扑 空间 ,我 们 的 关 
注 集 中 于 除了 撕 裂 和 切割 外 我 们 想 对 对 象 做 任何 事情 时 保持 不 
变 的 对 象 的 性 质 ,结果 表明 正确 的 等 价 概 念 就 是 连续 性 :两 个 对 
象 或 空间 是 等 价 的 ,如 果 可 以 把 一 个 对 象 连 续 地 变形 为 胃 - 一 个 
对 象 .全 是 当 对 象 是 光滑 项 数 时 情况 有 所 改变 . 

我 们 可 以 扰动 或 变形 一 个 光滑 函数 的 最 一 般 的 方法 之 一 无 疑 
基 对 该 消 数 加 上 一 个 小 的 光滑 消 数 .但 是 这 样 变形 一 个 函数 在 - 般 
性 方面 是 走 得 太 隐 了 ,因为 这 样 做 可 以 (通常 就 是 ) 使 临界 点 变 为 不 
再 是 变换 后 的 新 消 数 的 临界 点 了 .所 以 我 们 需要 更 强 的 等 价 的 概 
念 ,一 个 能 保持 函数 的 临界 点 的 性 质 ( 即 退化 程度 ) 不 变 的 等 价 概 

结果 表明 能 最 好 地 做 到 这 点 的 等 价 性 就 是 所 谓 的 光 浓 等 价 : 两 

个 到 数 是 光滑 等 价 的 ,如 果 存 在 把 -个 函数 变换 成 男 --- 个 函数 的 一 
个 光滑 的 坐标 变换 (用 数学 术语 讲 , 一 个 微分 同 胚 ). 

现在 值得 再 强调 一 下 的 是 ,我 们 关心 的 是 函数 在 一 个 特定 的 
净 界 点 附近 的 局 部 特征 而 不 是 该 隙 数 整个 的 全 局 性 态 .这 意味 着 
我 们 的 坐标 变换 只 需要 在 临界 点 周围 的 一 个 小 邻 域 中 起 作用 . 为 
说 明 其 差别 ,图 3.8 展示 了 涉及 两 个 菠 数 f(x) = x? 和 g(x) = 
x 一 + 的 局 部 等 价 的 例子 .如 果 从 x 变量 变换 到 由 光滑 变换 


一 — dx 
vy) = Et 二 x 


图 3.8 两 个 蚂 数 的 局 部 衬 价 


定义 的 新 变 基 y ,那么 g 变换 到 f, 因 为 对 临界 点 x =0 的 局 部 
区 域 中 所 有 的 x 值 部 有 gty(x))= zx) 但 是 设 有 一 个 光滑 的 
坐标 变换 能 把 具有 二 个 临界 点 的 g 乾 体 地 变 为 只 有 -个 虱 办 
点 的 大 

英 尔 斯 用 光 计 千 价 的 概念 求 得 了 最 简单 的 光 济 消 数 的 类 
型 ,并 确定 了 恰好 丰 多 少 类 型 .其 而 证 明了 任何 这 种 一 数 的 小 的 
光滑 变形 不 会 改变 明 数 的 类 型 .完成 了 所 有 这 些 后 , 英 尔 斯 的 结 
果 就 能 使 我 们 来 展 征 很 大 -- 类 光滑 是 数 的 性 态 .这 类 光滑 函数 
有 多 太 ? 是 的 ,大 到 能 秽 密 地 填 进 由 所 有 的 光滑 函数 组 成 的 集 
合 中 去 . 莫 尔 斯 定理 给 出 了 人 金 部 详情 ， 


莫 尔 斯 定 理 


可 以 用 如 下 的 方式 来 设想 莫 尔 斯 定理 所 回答 的 问题 ,假定 
我 们 把 所 有 可 能 的 光滑 蛆 数 放 进 一 只 口 绕 .并 播 是 之 .然后 团 上 
腿 睛 从 口袋 里 随机 地 取出 某 个 函数 .我 们 可 期 望 该 盟 数 共有 什 
么 样 的 性 质 ? 换 记 之 ,一 个 典型 的 光滑 函数 看 起 来 像 什么 ? 为 
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了 回答 这 些 问 题 .我 们 把 问题 " 拆 忻 "为 攻 个 组 成 部 分 . 

首先 ,一 个 上 典 者 的 光滑 蚂 数 肯定 有 抹 些 临界 点 ,为 什么 ”是 
呀 , 轴 为 仪 有 的 一 些 疫 有 临界 点 的 蝎 数 就 是 像 tanh x 那样 “由 
下 凸 后 "得 不 够 致使 其 图 形 从 未 处 于 水 平 位 置 ,或 者 像 直 线 蕊 指 
数 孙 数 慑 样 完 件 没有 卜 出 的 函数 . 介 是 这 样 的 销 数 只 是 所 有 可 
能 的 光 请 组 数 集合 中 极 微 小 的 部 分 . 因此 我 们 可 以 期 望 - -个 监 
型 的 光滑 育 数 以 有 有 茶 些 临界 点 ,但 是 是 什么 样 的 临界 点 呢 ? 


图 3.9 退化 临界 点 的 消失 


如 果 我 们 拿 一 个 放大 镜 来 看 一 个 典型 的 光滑 函数 在 它 的 一 
个 临界 点 附近 的 结构 对 .该 临界 点 可 能 是 非 退 化 的 .这 意味 着 在 
放大 镜 下 看 到 的 图 象 不 是 一 条 " 平 志 "的 曲线 ,而 足 看 起 来 像 - 
只 碗 ,或 者 在 高 维 情 形象 一 个 鞍 面 . 简 计 之 ,表示 了 消 数 的 曲面 是 
局 部 弯曲 的 .察看 这 种 情形 的 -… 种 方法 尾 注 意 在 一 个 退化 临 党 
点 的 附近 了 葬 数 的 非常 小 的 改变 可 能 会 产生 一 个 新 函数 记 , 原 
先 的 退化 临界 点 为 两 个 非 退 化 临界 点 所 代 赫 ,或 者 是 产生 - -个 
完全 没有 临界 点 的 函数 户 . 对 于 好 数 六 rzr) = x ?在 原点 这 个 临 
界 点 附近 的 情形 如 图 3.9 所 示 ， 
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在 现实 氨 界 里 也 可 能 会 碰 包 这样 的 情形 , 俩 如, f(x) 起 水 
体内 激素 的 产 出 率 ,x 表示 体温 . 体 定 当 体 注 x 处 于 或 接近 由 .党 
体温 时 产 出 是 局部 "平坦 "的 ,我 们 可 以 通过 选择 度 积 体温 藤 迁 
当 的 尺度 取 x =0. 得 是 实际 的 激素 产 出 曲线 可 能 不 是 图 3.95P 【104. 
给 出 的 理论 曲线 六 而 是 相近 的 像 所 那样 的 曲线 .这 时 激素 能 广 
出 会 在 稍 小 于 x =0 的 体温 处 达到 最 天 而 在 体温 稍 大 于 等 时 产 
出 达到 极 小 . 男 -- 方 惫 ,如 果实 际 的 激素 产 出 曲线 为 户 所 替代 
的 话 , 那 么 在 x =0 附近 就 没有 极 大 或 极 小 .而 只 是 当 体 温 增 加 
时 产 出 稳定 增加 . 于 是 能 告诉 我 们 究竟 是 哪 一 种 情形 的 信息 就 
可 用 来 决定 管制 激素 产 出 的 药物 的 剂量 和 时 间 选 择 . 


3.10 指标 为 1 的 两 个 演唱 的 明 数 
如 果 了 是 一 :个 包 变 其 也 数 ,那么 它 在 一 个 非 退 化 临界 点 附 
近 的 几何 看 起 来 像 - 米 鞍 面 , 因 为 冰 数 的 图 形 是 一 张 在 给 定 怀 
的 不 则 方向 上 可 以 是 守则 的 曲面 .内因 临界 点 是 非 退 化 的 ,这 张 
曲面 必须 在 上 个 坐标 方 疝 上 向 下 弯 香 而 在 其 余 的 方向 上 癌 卫 . 
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弯曲 . 疝 下 弯曲 的 方向 的 个 数 二 ( 正 整 数 ) 称 为 该 临界 点 的 指标 . 


图 3.10 展示 了 - -个 两 个 灾 量 的 函数 f(x ,yy) 在 临界 点 附近 的 情 
形 ,我 们 看 到 在 * 方向 向 上 灾 曲 而 在 * 方向 向 下 变 虹 ， 

最 后 ,我 们 来 考虑 一 个 典型 的 酒 数 在 它 的 临界 点 处 的 取 值 ， 
即 所 谓 的 临界 值 .… 般 说 ,我 介 可 以 预期 这 些 值 是 不 同 的 . 理由 
如 下 :如 果 一 个 钢 数 有 两 个 相等 的 临界 值 ,那么 晤 数 的 一 个 任意 
小 的 抗 动 将 产生 -- 个 临界 值 木 同 的 新 沙 数 . 读 省 可 以 通过 把 函 
数 想 象 成 -- 系 列 山 脉 的 高 度 就 容易 明白 这 点 . 如果 察看 山脉 的 
轮廓 外 形 , 山 的 坡度 和 出 峰 就 构成 了 一 个 函数 的 图 形 . 如 果 两 个 
山峰 恰好 高 度 相 癌 ,只 疲 用 篇 头 对 其 中 一 个 山峰 懒 很 少 一 点 劳 
动 就 可 以 使 两 个 山峰 的 高 度 相 善 -一 小 点 .同样 易 见 , 轻 轻 播 动 有 
两 个 不 同 临界 值 的 羡 数 就 可 以 得 到 -个 仍 丰 两 个 不 网 临 界 值 的 
函数 .所 以 ,在 隔 数 的 短小 变化 下 及 有 不 闻 临 界 值 的 性 质保 持 不 

这 些 论证 使 得 以 下 断言 狐 似 有 理 :有 最 具 有 斗 明 化 临界 点 的 
一 数 的 小 的 光滑 扰动 将 产生 一 个 县 有 同样 性 质 的 郴 数 .同伴 清 
楚 的 是 一 个 * 坏 函数 " , 即 具 有 退化 临界 点 和 7 或 相等 临界 值 的 数 
学 上 更 复杂 的 郴 数 的 类 似 的 微小 光滑 扰动 将 产生 一 个 没有 这 些 
解析 缺点 的 函数 .前 面 狗 3.9 中 关于 函数 f(x) = x? 的 图 示 涪 明 
了 为 什么 会 这 样 -把 琢 数 的 图 形 设想 为 一 根 橡皮 筋 ,在 一 处 下 下 
一 点 在 另 一 处 拉 上 - .点 ,一 个 退化 临界 点 ,就 像 在 原点 处 的 临界 
点 (在 该 处 隔 数 是 平坦 的 ) 可 以 给 出 小 的 “驼峰 "从 击 把 该 临界 点 
化 解 为 两 个 临近 的 退化 临界 点 ,或 者 用 不 同 的 压 下 和 拉 上 ,函数 
可 以 变换 成 完全 没有 临界 点 的 郴 数 . 类 似 地 ,如 果 两 个 临界 俱 相 
等 ,那么 为 使 它们 不 同 , 所 有 和 蓝 做 的 事 就 是 只 要 把 其 中 - -个 临界 
点 处 的 图 形 略 为 往 下 拉 一 点 . 

记 住 这 些 直 驱 的 几何 想法 ,现在 考虑 只 有 非 退 化 临界 点 的 
光滑 晤 数 .这 样 的 隔 数 称 为 英 尔 斯 函数 .我 们 有 


莫 尔 斯 定理 在 由 所 有 的 光滑 耿 数 构成 的 全 会 中 英 汞 斯 函 


数 是 稳定 和 秋 蜜 的, 而且 ,在 指标 为 天 的 虱 界 点 附近 存在 一 个 
近 的 泰勒 级 数 是 纯 二 次 形 
Frits Xa rs Kn) = ~ x — x 
二 


按 言 之 ,在 该 坐标 变 摘 下 了 的 Tayl 消失 了 ， 


定理 的 第 一 部 分 说 , 莫 尔 斯 函数 的 - -个 小 的 光滑 抗 动 给 出 
另 - 一 个 莫 尔 斯 画 数 .因此 ,所 有 充分 靠近 一 个 莫 尔 斯 函数 的 所 数 
都 是 莫 尔 斯 函数 . 稠密 性 的 结果 意味 若 对 任何 非 莫 尔 斯 函数 . 即 
像 具 有 退化 临界 点 的 fx) = x) 那样 的 冰 数 ,都 存在 -一 个 任意 
靠近 该 韭 莫 尔 斯 旺 数 的 蝎 尔 斯 消 数 .定理 的 最 后 部 分 涪 , 在 上 改 界 
点 内 近 存 在 .~ 个 光 清 坐标 变换 把 男 数 了 变 为 散 面 , 谭 旦 鞍 面 的 
确切 性 质 只 由 沪 临 界 点 的 指标 撕 瞧 决定， 

上 述 莫 尔 斯 函数 的 局 部 稳定 性 结果 可 以 通过 加 上 临界 信 不 
同 的 这 个 附加 条 件 而 改进 为 全 局 的 结果 .满足 这 个 条 件 的 黄 尔 
斯 图 数 是 全 局 稳定 的 . 意 即 定义 在 整个 空间 R" 上 的 了 的 一 个 小 
的 光 消 抗 动 给 出 另 -- 个 具有 不 同 临界 值 的 莫 东 斯 函数 . 这 和 局 
部 扰动 的 情形 形成 对 照 ,正如 早先 在 图 3.8 中 所 说 的 局 部 扰动 
可 能 只 是 定义 在 到 中 包含 单个 临界 点 的 -全 小 区 域 上 ， 

初 -- 看 , 莫 尔 斯 定理 好 和 像 彻底 回答 了 我 们 能 对 光滑 函数 期 
望 件 么 的 问题 ,因为 该 定理 告诉 我 们 任意 一 个 光滑 函数 可 出 -- 
个 莫 尔 斯 函数 ,我 们 想 要 多 靠近 就 多 靠近 地 来 通 近 .该 定理 其 至 
给 出 了 每 个 慕 尔 斯 随 数 在 其 临界 点 附近 的 完整 的 图 象 .而 且 .我 
们 知道 这 正 是 为 重建 函数 的 整个 性 态 所 需要 的 全 部 信息 .所 以 ， 
在 这 个 意义 下 该 定理 确实 彻底 回答 了 有 关 光 滑 函 数 的 局 部 性 态 
问题 .但 是 在 另 一 种 意义 下 这 仅仅 是 开始 , 决 非 终结 , 师 , 它 激 硕 
我 们 去 局 怎样 能 把 莫 尔 斯 定理 推广 到 更 ~- 般 的 情形 .结果 表明 
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为 寻求 这 种 推广 和 也 个 有 趣 的 方向 ， 

重光 滑 映 射 ， 览 尔 斯 定理 只 能 用 于 光 请 果 数 以 及 变 搞 到 俏 
只 征 实 数 的 情形 .但 是 对 于 像 在 惠 特 尼 和 定理 中 映射 的 取 值 生 在 
二 维 平 而 市 不 是 实数 的 那 种 光 汶 映射 .情况 又 将 如 何 昵 ”其 至 
旦 - 般 耶 映射 取信 在 像 应 ,pp > 2 那样 的 哎 高 维 的 空间 时 浆 将 
如 何 呢 ”这 种 了 到 人 秆 在 比 实数 更 大 的 说 间 工 的 映射 开启 了 能 展示 
比 侈 仅 是 郊 数 所 能 避 示 的 要 更 加 变化 党 样 的 性 态 的 可 能 慎 .我 
们 在 可 瘟 填 头 那 节 中 概述 的 患 特 尼 完 理 给 出 了 平 疝 到 平面 的 映 
射 可 能 会 砸 到 的 相 党 完整 的 图 象 . 们 是 对 于 吕 >2 了 时 从 语 到 总 
的 一 种 合宜 的 一 般 理 论 还 只 是 个 愿 给 ， | 

生肖 化 临界 点 : 贞 汞 斯 定理 也 只 能 用 于 莫 尔 斯 丽 数 , 按 定 
尽 说 是 只 有 非 退 化 临界 点 的 晤 数 . 内因 我们 已 经 看 到 一 个 退化 
临界 点 总 可 以 通过 车 原来 蝎 数 的 - :个 小 的 * 轻 播 " 而 变 为 -个 非 
退化 临界 点 ,看 来 没有 专门 用 来 关注 这 些 不 稳定 情形 的 令 人 售 
靶 的 理由 :水运 可 以 用 一 个 我 们 想 要 多 小 就 能 多 小 的 扰 动 把 退 
化 临界 点 扰动 掉 . 这 部 是 真 的 .但 是 有 许 包 方式 来 扰动 -个 邱 
数 , 实 际 上 可 以 有 . 尤 穷 多 种 抗 动 方法 .所 以 竖 间 的 有 意义 的 问题 
是 最 简单 的 能 去 掉 湛 化 性 的 扰动 类 型 是 什么 ,其 至 还 可 以 门 能 
把 有 退化 临界 点 的 函数 嵌入 进去 的 最 简单 的 旺 数 族 是 什么 ,以 
致 如 果 我 们 轻 氨 -下 作为 整体 的 该 晃 数 族 得 到 的 新 晤 数 族 将 你 
持 其 临界 点 的 性 质 . 换 衣 之 ,我 们 要 找 的 是 能 把 退化 亢 数 "隐藏 ” 
在 其 中 的 整个 消 数 族 使 得 该 函数 族 本 身 基 稳定 的 {这 昕 起 末 有 
点 像 三 流 的 电视 肥皂剧 ,不 是 吗 ?). 

为 说 明 这 里 的 问题 所 在 , 车 虑 一 个 捕食 者 一 一 食 钮 生态 系 
统 , 其 中 捕食 者 的 种 群 数 为 x ,而 食 乌 的 种 群 数 为 y. 假定 这 两 
个 神 群 都 依赖 于 食 饵 的 出 生 率 ,我 们 把 它 记 为 a ,还 和 售 琥 于 抽 廊 
率 , 我 们 把 它 记 为 点 .那么 在 该 生态 系统 中 总 的 生物 量 可 以 用 师 
数 Ytx,Y; ag, 让 米 描述 ,我 们 可 以 假定 原点 是 上 的-- 个 临界 
点 .固定 a,& 的 值 我 们 对 生物 最 确 定 了 一 个 特殊 的 数学 模 节 . 
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企 是 对 参数 a ,的 某 虐 仁 原 点 这 个 临界 点 从 括 旭 化 临界 点 室 
为 退 兹 临界 点 . 从 而 ,这 也 改变 了 上 的 已 部 性 驴 一 -或 诈 起 呈 
基 地 改变 .拥有 兴趣 的 是 想 确切 地 知道 当 w 和 六 通过 这 些 秀 感 
值 时 生物 量 的 改变 记 怎 料 发 后 的 .这 止 是 把 国 数 上 放 进 光 消 师 
数 族 中 去 的 起 法 起 作用 的 地 方 ， 


ot 


2 个 临界 点 大 昼 界 点 
OOO 
分 界 版 


图 3.11 六 数 旋 于 人 


让 我 们 几何 地 米 丰 天 这 种 情形 , 肯 次 状 虚 清 数 f(x) = 3 yi 
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我 们 可 以 把 六 看 作 是 函数 族 亡 (z) = 地 x + ax 中 的 一 员 , 其 中 a 
可 以 看 作为 该 族 成 员 的 标记 或 “名 字 ” 该 丽 数 族 如 图 3. 11 所 示 . 
所 以 原先 的 退化 临界 点 出 现在 该 族 中 ,就 是 “名字 "为 a = 0 的 成 
员 , 当 e 为 负 时 所 有 族 中 的 其 他 成 员 只 有 一 对 在 + = 上 Y 一 1 的 
非 退化 临界 点 , 当 a 为 正 时 没有 临界 点 ， 

不 存在 作为 整体 的 该 函数 族 的 光滑 变换 能 从 该 族 中 去掉 退 
化 性 .从 这 样 的 扰动 所 产生 的 新 族 中 有 一 个 成 员 会 精确 地 谋 孙 
同样 关 弄 的 进化 只 办 但 是 我 们 不 久 就 会 知道 奇 点 再 论 能 使 
我 们 确信 地 x?+ ax 作为 整体 的 族 是 稳定 的 .这 意味 着 如 果 我 们 
把 它 变换 到 邻近 的 另 ， 族 ,那么 两 族 才 全 有 具 同 样 临界 点 结构 
的 函数 . 而 县 .这 就 是 把 不 稳定 成 员 3 x? 包括 在 内 的 最 简单 的 
函数 族 (在 要 求 用 最 少 的 常数 参数 来 命名 其 成 员 的 意义 下 ,具体 
说 来 现在 就 是 用 一- 个 参数 ). 由 此 ,我 们 看 到 作为 整体 的 -个 族 
而 言 它 可 以 是 稳定 的 ,即使 该 族 有 一 只 作为 个 体 而 言 是 不 稳定 
的 “害群之马 ”. 

刚才 叙述 的 情景 在 注 及 所 有 科学 领域 中 的 (数学 ) 建 模 过 春 
中 是 经 常会 出 现 的 情形 ,因为 当 所 研究 的 过 程 包 含 任何 常数 (用 
术语 讲 叫 参 数 ) 时 .对 常数 需要 设 定 的 值 完全 说 明了 该 过 程 ,这 
时 就 自然 地 出 现 了 贡 数 洲 . 例 如 , 当 我 们 考虑 化 学 反应 器 或 者 生 
态 学 中 的 捕食 者 一 - 食 饵 系统 中 的 流 时 就 有 诸如 反应 常数 或 捕 
食 者 出 全 率 和 死亡 率 那样 可 以 变化 的 量 , 固定 这 些 参数 ,我 们 就 
挑 出 了 模型 函数 族 中 的 特定 一 员 , 又 若 该 族 中 甚至 有 一 个 电 数 
具有 退化 临界 点 , 它 可 能 相当 于 生态 食物 链 中 断 掉 的 地 方 或 流 
体 流动 变 成 涡流 的 地 方 ,不 可 能 通过 对 该 族 的 扰动 来 消除 这 种 
进化 性 .这 时 ,我 们 不 得 不 来 讨论 当 我 们 从 包含 这 个 “ 坏 "函数 的 
函数 族 成 员 经 由 附近 的 “好 "函数 移动 时 系统 的 性 态 是 怎样 变化 
的 .能 使 我 们 这 样 做 的 英 尔 斯 定理 的 推广 就 是 奇 点 理论 的 一 个 
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分 支 ,在 科普 读物 di 称 之 为 突变 论 . 

突 灾 沦 的 目标 就 是 对 共有 退化 临界 点 的 光 洪 泪 数 进行 分 
类 ,就 如 同 莫 汞 斯 定理 给 出 了 莫 尔 斯 图 数 的 一 个 完全 分 类 -- 样 . 
当然 ,办 准 存 于 临 异 点 “ 挛 坏 ”的 方式 远 比 “使 临界 点 保持 为 #4” 
的 方式 要 多 得 多 . 对 具有 退化 临界 点 的 男 效 进行 分 类 是 为 困难 ， 
而 且 不 可 能 对 所 有 可 能 的 退化 性 彻底 邮 进 行 分 类 .尽管 如 此 ,有 
素 的 是 我 们 可 以 对 那些 具有 不 太 坏 的 临界 点 的 立 数 得 到 部 分 的 
分 类 . 这 种 分 类 的 结果 表明 把 这 样 的 结 昌 应 用 于 例如 像 前 和 面 概 
述 过 的 搬 食 者 与 食 饰 系统 那样 的 很 广泛 的 一 类 现象 中 去 是 足 能 
了 , 当 描 述 过 程 的 参数 梢 有 政变 时 .该 系统 的 生物 量 就 可 能 发 苇 
“ 吐 [ 基 ”. 

这 个 分 类 是 重要 的 ,因为 它 告 诉 我 们 当 改 变 描述 函数 族 的 
参数 时 一 个 非 退 化 临界 点 可 以 变 为 退化 临界 点 的 不 问 的 方式 . 
反之 ,这 重信 息 使 我 们 能 识别 在 哪些 参数 的 组 合 值 处 系统 可 能 
展示 其 性 态 的 不 连 绪 的 政变 一 一 破裂 ,爆发 ,倒塌 .这 正 是 突 蛮 
论 应 用 价值 之 所 在 .所 以 让 我 们 来 看 看 突变 论 是 怎样 起 作用 的 . 


托 姆 分 类 定理 


我 们 更 在 关心 的 是 非 莫 尔 斯 函数 的 那些 光滑 函数 的 性 .和 从， 
我 们 可 以 把 这 些 共 有 退化 临界 点 的 琢 数 称 为 * 坏 的 " 光 消 画 数 . 
对 这 样 的 函数 可 能 敌 示 的 性 态 的 关 型 进行 分 类 的 关键 在 于 归 想 
出 一 种 变量 铺 数 实际 上 有 多 坏 的 方法 . 大致 说 来 ,有 两 种 不 同 的 
(但 并 非 完 全 和 独立 的 ) 方 法 来 度量 孙 数 坏 的 得 度 . 第 - -种 方 水 十 
要 决定 临界 点 的 退化 程度 . 称 为 函数 的 余 猴 (corank ) 的 这 种 度 
基 是 加 在 该 男 数 的 泰 勤 殿 开 的 二 次 项 上 的 条 件 .” 个 变 基 的 晒 


数 有 242 和 于 个 二 次 项 ,而 余 秩 度量 了 这 些 项 下 相 独立 的 程度 ， 
这 些 项 愈 是 独立 ,临界 点 的 退化 性 依 小 
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第 二 种 坏 的 程度 的 度量 是 量化 玫 使 该 耻 数 成 为 莫 尔 斯 阴 数 
的 话 还 有 多 远 .这 种 度 皇 称 为 余 维 数 feodimension , 它 是 从 该 羡 
数 的 泰勒 展开 的 -… 次 需 计 算得 到 的 一 个 整数 , n 个 变 景 的 是 数 
有 个 -次 项 ,而 余 维 茹 与 对 这 些 旦 的 依赖 程度 有 关 . 

回忆 -- 下 ,对 -个 ”个 变量 的 莫 尔 斯 亏 数 来 说 ,临界 点 的 
指标 只 是 坐标 方 癌 的 个 数 ,函数 在 这 些 坐 标 方 向 的 局部 曲率 
为 负 ,而 余 量 xn -是 具 局 部 正 有 曲率 的 华 标 方向 的 数目 . 在 单 变 
其 函数 的 情形 (mn = 1) ,在 -点 处 泰勒 级 数 的 二 次 展开 系数 为 鹤 
就 意味 着 该 哺 数 在 该 临界 点 起 局 部 “平坦 ”的 .类 似 地 ,对 -个 
个 变量 的 函数 余 秩 度量 了 在 坐标 方向 上 上越 平坦 的 坐标 方向 的 数 
目 . 特别 是 ,对 莫 尔 斯 晒 数 来 说 可 能 没有 这 样 的 方向 ,因为 申办 
点 都 是 非 退 化 的 . 用 代数 的 语言 来 说 就 是 在 非 退 化 的 临界 点 处 
余 牧 为 零 .当然 ,平坦 的 方向 分 多 ,临界 点 的 退化 性 愈 高 .这 就 赴 
余 秩 度量 临界 点 退化 性 的 方法 .那么 余 维 数 又 怎样 呢 ? 

岂 何 上 ,我 们 可 以 把 光滑 函数 空间 看 成 是 一 个 无 穷 维 空间 ， 
在 原点 附近 它 的 坐标 方向 可 标记 为 1, * .xz2,x3,…. 所 以 , 旭 果 
我 们 有 - -个 非 莫 东 斯 函数 的 光滑 冰 数 ,我们 就 可 以 问 ;需要 其 进 
该 非 莫 尔 斯 函数 而 使 之 成 为 莫 尔 斯 聘 数 的 最 小 数目 的 独立 项 黎 
( 即 在 光滑 函数 空间 中 的 * 方 向" 数 ) 昨 多 少 的 问题 .这 个 数 日 就 
是 余 维 数 . 另 一 种 思考 方法 就 是 去 寻求 能 包含 (用 数学 术语 进 ， 
嵌入 ) 非 莫 尔 斯 晒 数 的 最 简单 的 稳定 萎 数 族 .这 里 * 最 简单 "再 次 
意味 着 描述 该 蝗 数 族 所 需要 的 最 少 的 参数 的 数目 . 也 已 证 明 这 
种 参数 的 个 数 等 十 余 维 数 . 

为 说 明 这 些 概 念 ,再 次 考虑 最 简单 的 隙 数 (x) = .3 xs.1 回 
忆 一 下 ,韭黄 尔 斯 肾 数 没有 一 次 和 二 次 项 . ) 我 们 已 经 知道 这 个 
“ 坏 " 函 数 瘦 嵌 入 到 稳定 的 单 参 数 隆 数 族 f(x) = 了 x + ax .所 


以 ,了 的 余 维 数 为 1, 轩 为 为 了 创造 一 个 把 这 个 “ 坏 " 耳 数 藤 入 的 
稳定 国 数 族 只 赴 要 如 -有 硕 ax 就 行 了 . 而 且 , 易 见 在 原点 这 个 临 
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界 点 处 的 余 秘 也 是 [二 为 单 变 量 因 数 全 多 有 一 个 平 册 的 万 出 
{ 这 个 盯 数 确 流 有 个 卡 担 的 方向 ). 

有 党 的 是 ,所 玲 备 好 的 数 掌 体 系 外 得 这 两 个 量 :” . 杂 秋 和 
余 维 数 --- 一 就 是 为 了 完全 表征 和 描述 不 太 坏 的 韭 莫 尔 斯 沿 数 上 所 
笛 竖 知道 的 全 部 司 . 托 婚 分 类 定理 所 做 到 鸣 就 是 证 明了 在 做 
通 当 的 交 计 守 换 后 寺 有 入 消 的 有 限 个 不 等 价 的 目 葛 尔 肠 旺 数 . 
面 册 为 撒 述 这 些 “标准 的 " 非 莫 人 尔 斯 昌 数 中 的 每 一 个 图 数 部 内 而 
要 知道 该 负数 的 余 秩 .此 外 , 托 妊 的 结果 还 给 出 了 我 们 能 把 二 英 
处 斯 陵 数 破 进 去 的 域 简单 的 稳定 肖 数 旋 的 显 式 表 未 ,该 员 数 族 
叮 以 通过 原来 的 韭 营 尔 斯 滞 数 的 余 维 数 米 撒 述 ， 

这 个 关键 绑 末 首先 再 RR: 托 姆 1】 在 1960 年 代 猿 到 的 .党 
全 的 证 明 后 来 由 儿 霹 苇 (John Mather) 基于 B: 志 尔格 冉 热 
《Bemard Malgrange:! 的 关键 工作 的 基 货 上 给 出 的 ， 俄罗斯 数学 
家 V-[ 阿 诺尔 德 (Y. T，Amold) 大 大 地 推广 子 头 先 的 结 朵 ， 
而 C* 译 曼 ，T* 坡 斯 顿 (Tim bostony，j 斯 网 和 尔 特 ，M 大昌 
(Michael Berry ) 和 主攻 其 他 人 等 广泛 研究 了 与 托 媒 分 类 秆 理 
的 应 用 有 关 的 各 种 问题 . 所 以 ， 在 -一 种 非常 实在 的 重文 下 ， 尽 
管 托 娩 分 类 定 娃 雷 所 当然 应 该 归功 十 托 姆 ， 但 实际 于 是 一 夏 群 
数学 家 的 劳动 成 染 、， 和 侧 冉 托 姆 分 类 定 蛙 过 展 水 了 基本 数 治 名 进 
展 是 怎样 在 国际 性 的 集体 努 条 下 -部 分 -部 分 地 集成 起 来 站 - 
个 有 民 表 性 的 例子 . 

回顾 - -下 葛 东 斯 定理 告诉 我 们 在 莫 进 化 临界 点 附近 万 丰 的 
莫 尔 斯 函数 都 等 价 于 一 个 纯 二 次 是 数 .显然 , 鸯 为 一 次 图 数 本 身 
特有 的 性 质 使 之 属 二 激 有 退化 临界 点 的 吨 数 的 范畴 ,只 有 .次 
和 更 高 次 函数 才 避 能 有 具有 这 种 二 的 临 畴 点 . 托 姆 发 现 如 果 我 们 
只 限于 讨论 余 维 数 不 大 于 4 的 这 类 坏 函 数 , 那 么 就 可 以 对 这 个 


人 详 注 : Rene Fhom，1923. 9. 2- ， 法 国 数 学 家 ， 因 代数 折 扑 与 
微分 折 扑 ， 奇 点 悍 论 等 方面 的 罕 出 成 就 上 1958 年 歼 非 尔 冀 奖 . 
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非 莫 尔 斯 函数 的 光滑 西数 组 成 的 子 集 进 行 分 类 ， 


托 姆 分 类 定理 除了 盖 刘 上 一 个 常数 和 加 上 一 个 非 退 化 的 
二 次 型 外 , 余 纵 数 小 于 误 竺 于 4 的 非 莫 汞 斯 函数 在 原点 附近 光 
滑 筝 价 于 表 3.1 列 出 的 标准 型 之 一 . 


恋 寄 可 能 普 先 注意 到 表 3. 1 中 标记 为 “ 酌 数 "的 列 中 列 出 的 
只 是 单个 或 两 个 变量 的 旺 数 .这 看 起 米 有 点 麻 怪 , 关 为 我 们 吉 寺 
论 的 是 n 个 变量 的 晴 数 .其 原因 是 出 自 -- -个 称 为 分 列 引 理 的 数 


余 秩 / 余 维 数 珊 数 授 肥 开 折 名 稳 
121 Y 了 ary 折 友 型 
1 4 yay + day 老 点 潼 
1/3 3 y+ a 十 aay 十 dar 挫 尾 型 
1:4 ye ay + 2 十 王 33 十 妇科 崩 蝶 型 
243 21+ 372 精 图 脐 点 型 
2/3 Hr tt yl + 43y2 双 曲 脐 点 型 
2/4 9471 抛物 脐 上 型 


讲 3.1 光滑 函数 的 托 妖 分 类 


学 结果 . 该 结果 说 :在 变量 x 到 一 组 新 变量 y 的 一 个 光滑 变换 下 
原来 的 非 英 尔 斯 函数 "分 改 ” 成 两 部 分 ,所 以 我 们 可 以 把 f(y) 写 
成 作 yY)=ply)+ QCy). 而 朋 出 现在 歼 数 p 中 的 变量 的 个 数 
等 于 原来 孙 数 六 的 余 秩 , 而 其 余 的 变 景 只 包含 在 分 裂 出 来 的 9 
中 .最 后 ,分 裂 引 理 说 p 是 一 个 三 次 或 更 高 次 的 函数 ,而 0 是 一 
个 纯 二 次 函数 因而 不 包 售 原来 话 数 的 退化 性 .所 以 变 到 变 重 
y 后 使 成 为 非 莫 尔 斯 胃 数 的 全 部 退化 性 都 集中 到 分 裂 出 的 第 
一 部 分 ,函数 P(y) 中 去 了 .所 以 为 了 书写 简便 , 表 3.1 展示 的 内 
是 /的 退化 部 分 而 略 去 了 二 次 部 分 如, 读者 庶 把 它们 增 次 到 每 
种 情形 中 去 . 
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表 3.1 中 标记 为 " 通 有 开 折 "的 列 展 示 了 作为 一 族 应 找 而 言 是 
稳定 的 而 且 包 含 该 非 莫 尔 斯 函数 为 … 员 的 最 简单 的 函数 族 , 这 些 称 
为 开 折 的 羡 数 族 由 实数 1. oa 等 标记 .从 表 3. 1 我 们 看 到 极 小 参数 
族 中 参数 的 个 数 等 于 明 数 的 余 维 数 . 表 3. 1 最 后 -一 列 的 名 称 来 身 当 
把 晒 数 族 看 作 参 数 4 的 函数 时 画 出 的 图 形 的 样子 , 当 我 们 经 由 变 
动 其 参数 来 变动 这 些 苑 数 族 中 的 一族 时 将 发 生 的 事情 正 是 “应 由” 
罕 变 论 的 专门 主题 , 电 正 是 我 们 要 转 而 去 讨论 的 事情 . 

附带 说 一 下 ,如 时 你 想 知道 为 什么 托 姆 分 类 冠 理 就 停止 在 余 维 
煞 为 4 的 函数 , 原 办 就 是 当 余 维 数 更 大 时 分 类 不 再 是 有 限 的 了 了 :于 
是 有 无 穷 多 个 等 价 类 .然而 ,就 应 用 而 音 , 最 重要 的 就 是 这 个 尹 限 
的 、 低 余 维 数 的 分 类 . 而 且 我 们 可 以 把 它 首 作 是 数学 之 神 赐 子 的 社 
物 ,这 样 的 分 类 毕竟 对 低 余 维 数 的 函数 是 存在 的 . 

突变 论 得 到 的 ,就 像 在 1970 年 代 中 期 它 确实 得 到 的 ,如 此 
名 的 广 受 欢迎 的 报刊 评论 的 最 重要 的 原因 大 概 不 是 天 为 它 的 无 
瑕 可 击 的 数学 上 的 精美 ,而 是 因为 它 似 平 提供 了 一 个 条 理 清楚 
的 数学 框架 ,在 这 个 窒 户 内 剖 以 讨论 不 连续 跳 蹊 的 性 态 一 一 - 例 
如 股票 市 场 的 贿 溃 和 爆裂 或 者 细胞 分 化 一 一 怎样 可 以 作为 和 东 统 
输入 -一 -例如 投机 市场 中 的 利率 或 发 育 县 胎 中 化 学 物质 的 扩散 
率 一 一 的 光滑 变化 的 结果 而 出 现 . 这 类 变化 常常 称 为 分 歧 ,让 在 
应 用 数学 建 模 中 起 着 重要 的 作用 . 突变 论 能 使 我 们 更 清楚 地 理 
解 分 歧 是 怎样 发 生 的 ,以 及 为 什么 会 发 生 . 

突变 论 能 告诉 我 们 有 关系 统 性 态 的 这 种 突然 变化 的 原 内 就 
在 于 我 们 通常 是 在 动力 系统 处 于 或 靠近 其 定常 态 (或 平衡 ) 位 置 
时 观察 该 动力 系统 的 .而 且 在 关于 该 系统 的 运动 动态 规律 的 性 质 
的 各 种 假定 下 ,系统 所 有 可 能 的 平衡 态 的 集合 只 不 过 是 与 该 动力 
系统 密 雪 有 关 的 一 个 光 清 函数 的 临界 点 集合 . 当 这 些 临界 点 都 是 
非 退化 的 时 候 ,就 可 以 应 用 莫 尔 斯 定理 . 当 临 界 点 是 退化 临界 点 
时 完全 有 可 能 从 -个 临界 点 窦 热 移动 到 另 - -个 临界 点 , 托 姆 分 类 
定理 告诉 我 们 这 种 转移 和 何 时 会 发 生 以 及 在 什么 方向 上 发 生 . 现 症 
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我 们 对 来 自 .1- 程 故 学 的 - -个 重要 例子 来 说 明 这 -断言 . 
桥 和 杆 


在 时 速 40 英里 的 大 风 下 ,连接 美国 华盛顿 州 大 陆 部 分 和 奥 
林 匹 克 半 上 岛 的 开通 还 不 到 四 个 月 的 塔 科 马 海峡 桥 存 1940 第 11 
月 了 日 晨 因 主 跨 断裂 而 掉 入 皮 吉 特 海 湾 . 由 于 该 桥 的 倒塌 ,使 该 
桥 得 到 了 历史 上 最 重大 的 工程 失败 之 一 的 外 名 .对 该 桥 倒 井 的 
事后 分 析 表 明 长 为 2 800 英尺 的 主 跨 进入 了 一 系列 的 挠 曲 忽 
动 ,共振 幅 不 断 增 克 直到 这 些 卷 曲 撕 和 型 了 几 根 已 经 松动 了 的 及 
索 ,这 时 主 跨 断 绚 并 掉 和 六 中 , 读 青 叮 以 从 几 3. 12 中 感受 到 这 
个 著名 的 灾难 中 桥 所 但 受 的 力 , 该 移 展 示 了 该 桥 断 裂 前 不 久 证 
跨 被 扭曲 得 像 一 条 发 疯 的 蛇 . 尽管 塔 科 马 海峡 桥 的 灾难 被 归 周 
于 动力 党 共振 一 一 在 动 态 过 程 中 的 一 种 分 歧 , 但 是 突变 论 可 以 
帮助 我 们 来 分 析 与 圆柱 状 杆 的 弯曲 .断裂 和 塌 妈 有关 的 类 似 的 
静态 的 情形 . 


图 3.12 塔 科 马 海峡 桥 的 倒塌 


i 


I 


Kk 


图 3.13 阐 性 小 村 


假定 我 们 有 : 根 长 为 了 的 弹性 二 杆 , 在 其 两 端 各 受到 外 万 
下 的 作用 .当天 增加 时 就 会 造成 杆 向 上 或 向 下 的 正 达 ,由 j] 币 
造 上 的 缺陷 这 时 村 的 内 在 对 称 性 将 被 破坏 . 如果 杜 弯 向 上 南 冉 L116 
我 们 同意 用 卉 x 来 度 基 论 晶 的 总 量 ,如 图 3.13 所 示 ， 
现在 我 们 假定 苟 载 大 作用 在 庄村 的 中 心 , 于 是 位 移 x 会 连 
续 地 变 小 直到 从 载 达 利 - :个 临 答 值 , 在 该 临界 值 处 压 杆 会 帘 然 
从 弯 向 于 医 变 为 灾 咎 下 的 状态 .突变 论 合 我 们 能 研究 当 光 清 地 
改变 两 个 参数 上 和 上 计 这 种 不 连续 的 转移 .图 3. 14 展示 了 各 
种 可 能 性 . 


图 3 14 讨 杰 的 杆 的 几何 
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-开始 , 什 处 于 趟 答 曲 的 状态 (x = 0). 当 两 个 参数 沿 图 
3.14 所 示 的 编号 路 径 变 化 时 , 压 杆 以 如 下 方式 改变 其 性 念 : 当 上 
增加 到 类 点 之 前 时 ,什么 也 不 会 发 生 ,随后 压 杆 开始 向 上 弯曲. 
200 多 年 前 以 数学 家 上- 欧 拉 吕 证 明了 当 K = 三 闲 时 就 会 发 生 
这 种 情形 ,其 中 基 》 是 斥 杆 弹性 的 度量 . 当 外 沿路 径 2 进一步 
增 大 时 压 杆 凌 曲 得 更 后 嘎 了 .现在 如 果 我 们 团 定 大 不 变 而 洪 路 
和 村 3 增 大 工 ,那么 位 移 丈 渐 减 小 直到 忆 时 它 就 跳 到 与 猛 弹 到 向 
下 这 曲 状态 相应 的 性 态 曲 面 的 另 一 页 上 去 了 . 如果 苟 载 上 省 
征 4 减 小 , 则 弯曲 总 是 连续 地 变化 ,而 压 杆 则 仍 果 在 经 过 点 局 
的 向 下 碗 曲 的 状态 , 换 音 之 ,直到 它 达 到 0 之 前 仍 果 在 上 部 曲 
面 上 ,达到 点 0 时 它 突然 阐 到 向 上 弯曲 的 状态 ， 

你 大 概 理所当然 地 会 问 :我 们 怎么 知道 图 3.14 所 示 的 儿 何 是 
正确 地 描述 了 这 种 情形 昵 > 回答 最 终 要 由 表征 杆 的 总 能 量 的 丽 数 
的 确切 的 数学 表达 式 来 决定 .对 这 个 能 量 蝴 数 的 细节 有 兴趣 的 读者 
可 请 教 文献 目录 中 列 出 的 材料 ,经 典 力学 告诉 我 们 杆 总 是 设法 移动 
到 能 极 小 化 其 总 能 量 的 状态 去 . 因为 能 量 的 表达 起 定义 了 族 末 
数 , 族 中 的 每 个 冰 数 由 两 个 参数 KK 和 的 特定 值 来 识别 ,我 们 得 到 
了 ~ 个 双 参 数 的 函数 族 .现在 我 们 来 看 托 姆 分 类 定理 怎样 能 使 我 们 
断言 这 是 一 个 余 维 数 为 2 而 余 秩 为 1 的 标准 函数 族 ,反之 ,这 也 使 
我 们 能 断言 图 3.14 所 示 的 几何 确实 是 决定 村 的 性 态 的 几何 . 


分 歧 、 突 变 和 平衡 点 


前 而 图 3.11 中 的 丽 数 族 扩 (x) = -3 x+ ax 表明 当 我 们 连 


译注: Leonhard Enler，1707.4.15 ~- 1783,9.18, 是 18 世纪 数学 
从 最 杰出 的 人 物 之 一 .他 不但 在 数学 上 作出 了 伟 太 贡献 ,而 引 把 数学 州 到 
了 儿 乎 整个 物理 领域 ,他 的 全 集 将 有 74 卷 . 
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围 3.15 汕 数 族 计 * + ax 的 分 赎 图 解 [120] 


3.16 滑 数 族 二 x++ 言 a 十 i 的 从 此 图 解 


续 改 变 参 数值 a 市 廊 迄 该 画 数 时 ,我 们 会 从 具有 两 个 非 退 化 临 
界 点 的 函数 变动 到 没有 临界 点 的 捷 数 , 其 分 界线 就 是 璀 数 二 sx?， 
它 在 原点 有 一 单个 的 退化 临界 点 .使 西数 族 的 临界 点 的 结构 发 
生变 化 的 参数 值 称 为 歧 点 .这 种 点 在 应 用 中 特别 重要 ,因为 临界 
点 结构 的 这 种 改变 常常 相应 于 该 捅 数 所 表示 的 物理 过 程 中 某 种 
剧烈 的 袜 化 .图 3.15(4) 展 示 了 上 述 的 三 次 也 数 族 ,而 (b) 虽 展 
示 了 该 函数 的 分 此 图 解 .对 于 tb) 的 图 形 中 负 的 a 值 的 曲线 的 
上 .下 分 支 正 是 作为 参数 a 的 函数 的 撕 迟 化 临界 点 的 位 绾 所 
在 . 正 是 这 条 曲线 的 形状 给 出 了 这 类 退化 临界 点 类 型 的 术语 " 折 
友 型 ”. 从 这 个 图 解 中 我 们 看 到 两 个 非 退 化 临 输 点 是 怎样 挤 人 为 
在 a =0 处 的 单个 的 退化 临界 点 的 , 当 我 们 继续 经 由 正 值 的 a 
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而 变动 该 函数 族 时 , 那 就 根本 没有 临界 点 . 
当 我 们 考虑 双 参 数 函 数 族 时 情况 其 和 有 趣 . 疼 3.16 


展示 的 这 类 标准 咕 数 族 就 是 四 次 函数 族 寺 < 十 : > x? + aax .该 


图 数 族 的 分 战 图 解 如 摘 3. 16 所 示 . 图 形 上 部 卷曲 的 曲面 对 该 
数 而 言 起 着 图 3.15 师 荣 曲线 起 的 同样 的 作用 ,现在 的 曲 训 元 的 
每 个 点 表示 与 参数 值 el 和 as 相对 应 的 函数 族 的 - -个 临界 点 . 
以 下 事实 极为 重要 , 即 在 二 维 参 数 空 间 中 使 临界 点 的 个 数 存 政 
变 的 点 构成 的 集合 是 -对 申 线 一 一 折 裤 线 一 一 而 不 是 前 后 讨论 
过 的 单 参 数 族 中 单个 的 总 :如 图 中 所 指出 的 ,对 于 位 于 由 这 琴 条 
曲线 围 成 的 阴影 区 域 中 所 有 的 点 果 数 都 有 三 个 临界 点 .在 折 禄 
线 上 ,临界 点 中 的 两 个 融合 为 一 单个 的 退化 临界 点 ,而 在 两 条 折 
裙 线 相交 的 尖 点 狂 有 一 -全 余 秩 为 2 而 不 是 1 的 单个 的 退化 临界 
点. 最 后 ,在 阴影 区 域 的 外 面 , 族 中 的 函数 有 .…- 单 个 的 非 退 化 临 
界 点 .对 这 类 余 秩 为 2 的 退化 临界 点 的 名 字 * 尖 点 "也 是 来 和 于 
参数 al,az 空间 中 分 歧 线 的 儿 何 . 

比较 一 下 图 3.15 和 图 3.16, 反 应 敏锐 的 读者 可 能 会 注意 
到 图 3. 15 中 的 曲线 和 从 图 3.16 的 曲面 浩 固定 值 a <0 截 出 的 
曲线 显著 相似 .事实 .图 3.15 的 图 解 愉 是 图 3.16 的 一 个 于 图 
解 . 柯 旦 对 于 余 秩 给 定 的 所 有 郴 数 都 是 这 样 :每 个 分 歧 曲 面 都 作 
为 适当 的 子 集 包 合 人 在 余 秩 相同 而 余 维 数 更 高 的 图 数 的 分 歧 曲 面 
之 中 -要 把 包含 -个 或 蝎 多 参数 的 项 数 族 的 相应 的 图 和 解 作为 - 
个 整 司 画 出 来 就 更 亲 礁 了 .但 是 要 生出 它们 的 代数 表示 式 却 没 
什么 问题 . 当 我 们 这 样 做 时 ,结果 表明 这 种 画 数 族 的 分 歧 图 解 包 
食 了 我 们 在 含有 较 少 侈 数 的 丽 数 族 中 看 到 的 所 有 分 上 野 类 型 ,而 
且 由 于 更 高 的 余 维 数 创 造 的 白 由 度 打 开 了 许多 新 的 分 歧 类 型 的 
可 能 性 . 有 兴趣 了 解 一 部 分 这 样 的 高 维 曲面 的 几何 的 读者 可 以 
查阅 文献 目录 中 列 出 的 有 关 本 童 的 材料 ， 

参数 空间 中 的 点 ,曲线 和 曲面 一 一 临界 点 的 结构 在 该 处 发 

一 ?723 一 


[119] 


“121] 


[122] 


生变 化 一 一 称 为 突变 点 , 源 起 于 把 临界 点 和 物理 解释 联系 起 来 
的 一 个 术 诸 . 在 讲 了 这 个 注解 后 我 们 终于 到 了 我 们 的 故事 叙述 
的 关键 之 处 ,该 把 我 们 的 注意 力 转向 为 什么 这 些 奇 点 及 其 分 此 
结构 在 自然 和 人 类 的 事务 中 都 是 如 此 重 鉴 的 问题 上 去 了 . 

迄今 为 止 ,我 们 密 半 是 用 数学 的 术语 来 思考 光 诊 晒 数 的 临 
界 点 的 ,它们 只 是 涵 数 达到 航 小 , 极 大 或 更 复 宗 性 态 的 地 方 一 一 
简 谨 之 .作为 函数 的 性 态 会 发 生 " 蘑 些 有 趣 的 事情 "的 点 来 讨论 
的 .但 是 可 以 有 其 他 的 方式 来 看 待 这 些 点 ,与 数学 家 的 看 法 相 上 比 
之 下 是 -- 种 与 物理 学 家 和 生物 党 家 更 为 意气 相投 的 看 法 ,-- 种 
展示 怎样 把 奇 点 理论 和 动力 系统 理论 联系 起 来 的 观点 . 这 就 是 
把 临界 点 看 成 是 动态 过 程 的 平衡 点 , 即 在 该 点 处 动态 过 程 停止 
不 动 了 ,而 县 除非 有 系统 外 的 力量 使 之 抗 动 离开 该 点 ,系统 将 始 
终 停 在 该 点 .当然 ,只 有 特殊 类 型 的 动态 过 程 才 会 有 对 它们 的 长 
时 间 趋 势 性 态 的 这 类 确认 , 即 ,这 些 动态 过 程 只 把 点 作为 其 长 时 
间 趋 势 的 性 态 ,而 不 是 像 周期 轨道 或 混沌 轨道 那样 更 复杂 的 结 
梅 .特别 是 ,我 们 在 这 里 只 考虑 那样 一 些 动态 过 程 , 其 平衡 点 正 
好 和 一 个 光滑 函数 的 临界 点 重合. 加 上 上 这些 条 件 后 我 们 就 能 
用 奇 点 理论 来 分 析 当 我 们 改变 描述 系统 的 参数 时 系统 的 平衡 态 
怎样 改变 ,这 样 的 动态 过 程 称 为 梯度 系统 . 

初 一 看 ,这 种 系统 似乎 构成 了 -类 非常 特殊 的 过 程 . 事实 
上 ,情况 确实 如 此 .但 是 自然 界 就 像 是 有 神助 似 地 生产 出 来 的 事 
物 使 得 人 们 实际 上 关心 的 许多 过 程 怡 好 属于 这 种 类 型 一 一 包括 
许多 像 无 源 的 电路 .阻尼 振动 的 弹簧 和 千 曲 的 丁 那 样 的 经 典 物 
理 中 的 系统 ,而 且 , 当 我 们 观察 这 类 实际 生活 中 的 过 程 时 ,我 们 
看 到 的 正 是 处 于 或 靠近 平衡 点 时 的 过 程 . 正 因为 这 些 原因 ,在 理 
解 当 像 弹 簧 常数 或 失业 率 这 样 的 参数 只 有 一 小 点 改变 时 为 什么 
这 类 系统 会 突然 从 -个 平衡 态 转移 到 另 一 个 平衡 态 的 问题 时 突 
变 论 会 有 很 大 的 帮助 ,所 以 要 把 注意 力 内 纯 数 学 的 考虑 中 转移 
出 来 ,来 察看 一 下 这 类 在 起 作用 的 应 用 分 析 中 的 某 些 例子 .不 
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过 , 先 要 作 一 点 小 小 的 告 诚 . 


局 部 有 多 局 部 ? 


帘 蛮 论 是 一 种 马 部 埋 论 , 它 告 激 我 们 在 临界 点 的 - -个 小 邻 
域 申 隔 数 看 起 来 像 什么 ; 它 一 点 也 没有 说 发 远 离奇 点 时 旺 数 将 
会 怎样 ,但 是 该 理论 的 大 多 数 应 用 一 一 包括 本 章 中 的 应 用 - -一 
玫 涉 及 到 把 这 些 可 靠 的 ,局 部 的 结果 处 推 到 在 时 间 和 空间 -二 
离奇 点 的 地 方 具 . 碌 以 局 部 有 多 局 部 ”究竟 能 从 临界 点 往外 走 
堆 还 托 姆 分 类 定理 提供 的 局 部 结 就 小 能 青 用 了 ? 一般 说 没有 明 
确 的 数学 同 答 . 力 了 满意 地 回答 这 个 问题 .数学 建 模 普 应 求助 于 
建 模 的 基本 原理 而 个 是 建 模 中 的 数学 . 

当 我 们 考察 建 异 文献 时 , 其 中 最 突出 的 方面 是 “不 很 深奥 
的 "线性 模型 的 主导 地 位 .为 什么 会 这 样 呢 ? 从 奇 点 理论 的 观点 
看 来 这 些 线性 对 象 在 数学 上 毕竟 是 罕见 的 .站 在 数学 的 立场 上 
肯 害 不 会 认为 这 些 线性 对 萌 会 成 为 现实 的 可 千 表 示 . 但 是 , 它 : 们 
就 是 这 样 ,理由 很 简单 :线性 是 能 导致 数学 上 易于 处 理 的 模型 的 
一 种 中 性 的 假设 ,所 以 ,除非 有 好 的 理由 不 作 线性 假说 ,为 什么 
不 用 线性 模型 呢 ? 

当 建 模 过 程 显 然 是 山系 统 分 量 间 的 非 线 性 关系 控制 时 ,我 们 可 
以 求助 于 同样 的 一 般 思 想 . 微 积分 告诉 我 们 可 以 认为 大 多 数 系统 是 
“局 部 "平坦 的 ; 即 , 是 局 部 线性 的 .所 以 保守 的 建 模 者 会 坛 图 把 “ 线 
性 "扩张 到 对 所 有 姜 兴 趣 的 区 域 都 是 成 立 的 而 且 妊 意 严肃 地 采用 这 
种 扩张 直到 被 证 明 不 再 适用 为 止 .所 以 ,即使 在 一 个 临界 点 附近 由 
托 姆 分 类 定理 表示 的 丽 数 的 性 态 在 远离 该 临界 点 时 并 不 成 立 .我 们 
仍然 不 加 考虑 地 假定 晴 数 性 态 仍 然 保持 直到 系统 的 性 态 展示 出 其 
他 性 态 之 前 .而 且 当 系统 确实 展示 其 他 性 态 时 ,我 们 已 经 获得 了 中 
性 假设 在 何 处 失效 的 信息 . 喇 昌 ,这 就 能 使 我 们 积累 怎样 更 精确 地 
对 这 种 情况 下 进行 建 模 的 根据 利信 息 . 当 我 们 把 我 们 的 方法 用 于 突 
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变 论 的 应 用 时 读者 去 记 住 这 最 重要 有 的 一 点 . 

旭 前 面 所 展示 的 使 突变 论 在 压 秆 的 压 弯 的 例子 中 起 壮 砂 术 
般 作 用 的 关键 因素 就 走红 个 世纪 来 力学 方面 的 研究 工作 所 给 予 
我 们 的 支配 压 杆 性 态 的 能 量 函 数 的 数学 形式 的 极 好 的 了 解 .可 
以 说 ,由 于 掌握 了 这 个 函数 ,把 有 关 的 数学 工具 从 亲 点 理论 中 到 
出 并 应 用 之 ,就 只 是 件 简 单 的 事情 了 . 当 我 们 把 这 用 于 弯曲 压 丁 
时 , 意 想 涉 到 地 呈现 出 来 的 是 以 下 事实 : 尖 点 突变 是 描述 压 杆 压 
弯 方 式 的 正确 方法 .但 是 还 有 应 用 突变 论 论证 的 其 他 情形 ,在 那 
里 我 们 并 没有 有 关 支 配 系统 的 动力 学 的 函数 的 如 此 完全 的 知 
识 ,这 类 分 析 的 一 个 很 好 的 例子 出 现在 发 育 生 物 学 中 . 


事物 的 形状 


生物 学 中 最 太 的 尚未 解决 的 问题 .该 领域 学术 研究 中 的 未 
知 领域 ,就 是 肝 胎 学 的 神秘 .一 开始 是 均匀 的 细胞 球 怎 么 能 分 化 
并 自 组 织 成 我 们 看 到 的 如 今生 活 在 地 球 上 的 无 数 种 活 牛 年 的 物 
种 中 的 一 种 ?这 是 细胞 分 化 和 形态 生成 ,或 更 如 实地 说 是 形态 
形成 过 程 的 问题 . 受 启发 于 英国 发 育 生 物 学 家 C*H' 活 ] 顿 :0 在 
1950 年 代 后 期 的 证 作 ,R. 托 姆 独创 地 发 展 了 突变 论 作 为 试图 处 
理 这 个 特殊 问题 的 数学 方法 . 

托 姆 要 数学 地 回答 的 这 个 大 问题 就 是 生物 体 的 基本 拓扑 是 
怎样 规定 的 .形态 生成 不 会 仅仅 是 由 于 处 于 正在 发 育 中 的 及 胎 
的 适当 部 位 形成 的 正确 类 型 的 细胞 而 发 生 的 .事实 上 ,在 是 胎 发 
育 过 程 的 早期 细胞 的 类 型 完全 没有 确定 . 由 上 反 的 . 太 多 数 细 胞 有 


全 洋 注 : Conrad ital Waddington,1905.11.8~ 193?6.9.26, 英 头 肛 及 
学 家 .遗传 学 家 .科学 扩 学 家 .1933 年 他 证 明了 来 自 某 些 组 织 的 化 学 信使 
能 诱导 其 他 组 织 的 发 育 , 首 由 此 进而 研究 调节 基因 (能 控制 其 他 基因 的 琢 
现 的 一 种 其 因 ) . 
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能 力 在 它们 的 镍 始 形成 后 的 旺 段 时 间 中 最 终 发 展 成 许多 不 同 的 
细胞 类 型 中 的 - -个 类 型 .所 以 ,什么 是 造成 一 个 一 般 用 途 类 前 的 
细胞 会 突然 变 成 一 个 用 细胞 ,或 肌肉 细胞 ,或 脏 细 胞 的 原因 紫 ? 
而 下 -4 -个 细 胸 的 命运 玲 决 定 ,为 了 在 最 终 成 熟 的 有 机 休 中 
处 于 怡 当 的 位 置 ,该 细胞 拟人 么 知道 要 移动 到 那里 去 以 及 何 时 移 
动 到 哪里 去 呢 ?” 入 过 地 说 .这 些 问 题 就 构成 了 形态 生成 的 训 

激 有 大 真 由 知道 个 路 细胞 的 命运 是 怎样 被 决定 的 .但 是 , 相 邻 
的 细胞 在 互 相 作用 着 丙 及 在 发 育 中 的 肝 胎 里 存在 着 化 学 物质 的 恒 
度 . 相 当 出 人 意外 的 是 ,为 了 解释 基于 这 些 化 学 梯度 的 发 展 而 提出 
一 个 显 式 数学 模 划 的 第 -个 研究 人 员 竟 是 计算 机 科学 家 让 :图 没 错 
他 将 在 第 4 章 关 于 计算 的 理论 中 担当 主角 .在 1952 年 ,他 提出 了 一 
个 包含 各 种 未 特别 指明 的 化 学 物质 的 混合 物 .他 称 之 为 成 形 素 , 的 
反应 扩散 过 程 的 一 个 数学 模型 . 碎 那 时 起 ,许多 研究 者 把 图 灵 的 电 
想 发 展 到 了 高 度 的 数 尘 复杂 程度 ,导致 了 例如 B' 古 德 刘 (Brian 
Coodwin) 和 时- 屿 哈 特 (Hans Meinhardt 等 发 育 生物 学 方面 某 毕 稻 [ 究 
者 的 如 下 观点 , 印 每 个 细胞 的 最 终 命 运 是 出 各 种 成 形 素 的 浓度 决定 
的 . 反 过 米 , 假 定 这 些 浓度 是 由 描述 成 形 素 怎样 相 巨 作用 以 及 怎样 
改变 其 水 平和 类 型 的 一 -个 吉 态 过 程 来 决定 的 . 

因为 采用 了 图 泥 的 基本 思想 ,就 可 以 合理 地 假定 在 细胞 中 
进行 着 依赖 于 时 间 的 变化 . 为 使 事情 尽 可 能 简单 ,假定 每 个 细胞 
的 命运 是 由 单个 的 成 形 索 决定 的 ,成 形 素 的 浓度 是 -个 动态 过 
穆 的 平衡 仿 , 几 何 上 它 只 是 一 个 点 . 当然 ,这 样 --- 个 平衡 态 会 
赖 于 成 直上 千 个 牛 物化 学 估量 ,它们 反 过 来 生成 了 所 假设 的 成 
形 束 . 我 们 把 这 些 生物 化 学 变 基 设想 为 观察 难以 看 到 的 内 部 变 
基 . 所 以 ,公有 的 能 观察 到 的 系统 的 输出 就 是 单个 的 量 ,成形 素 


号 译注 :Alan Jiring ，1912.6.23 ~ 1954.6.37, 英国 数学 家 和 逻 畦 学 衣 ， 
上 由 折 了 了 计算 机 理论 .对 计算 过 程 的 逻辑 分 析 作 了 重要 贡献 .1952 年 发 表 了 他 对 
形态 发 和 牛 学 理论 全 究 的 第 - -部 分 , 即 有 生命 的 生物 体 的 型 状 的 演变 . 
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的 浓度 .因为 在 时 空中 内 有 四 个 独立 的 方向 ,在 这 些 方向 上 我 们 
可 以 察看 发 展 中 的 生物 体 , 因 此 我 们 可 以 把 这 个 问题 屋 想 为 其 
有 四 个 独立 输入 变量 的 问题 . 
现在 我 们 发 现 我 们 白 己 好 于 类 的 的 境地 :单个 的 输出 江 基 

(成 形 素 的 浓度 ) 依 粹 于 四 个 输入 变量 (时 空 方向 ,我 们 在 这 些 片 
右 上 可 以 观察 正在 发 育 的 胚胎 } .我 们 可 以 把 这 些 输入 设想 为 组 
结 , 即 筑 定 了 在 空间 和 时 间 . 上 的 特殊 定位 (我 们 在 那里 观察 有 机 
体 ) 的 每 个 设 定 . .- 般 说 , 当 我 们 缓慢 并 连续 地 扭 这 些 结 时 ,成 形 
素 的 浓度 ,从 而 观察 到 的 有 机 栖 的 性 质 将 会 光滑 地 变化 .但 是 对 
某 些 结 的 设 定 而 言 , 客 于 一 个 的 稳定 的 成 形 喜 的 浓度 是 可 能 的 . 
其 结果 就 是 形成 了 不 同类 型 的 组 织 间 以 及 这 些 组 织 和 和 有 机 体外 
的 空间 区 域 ( 即 外 部 世界 ) 兽 的 “边界 ”. 因 此 我 们 和 托 姆 -- 起 猜 
测 在 空间 和 时 间 的 一 个 特定 点 的 局 部 邻 域 中 发 育 中 的 生物 体 的 
物理 形式 是 由 早先 在 表 3.1( 见 前 面 一 节 " 托 姆 分 类 定理 ”中 列 
出 的 七 种 初等 的 突变 决定 的 . 


突变 类 型 空间 解释 时 间 解 释 
折 状 型 “” 边界 开始 (终结 ) 
尖 点 雹 祝 山 ;断层 分 割 (统一); 改 变 
燕尾 理 分 并 ; 沟 分 裂 ;斯 简 
蝴蝶 型 终 痊 地 (接受 }); 填 入 !{ 空 } 
椭圆 脐 点 型 被 峰 ; 齿 驴 倒 坊 ;淹没 
双 曲 脐 点 型 类 和 ;头发 钴 { 孔 ) 
抛物 脐 点 型 嘛 四 玫 ( 关 ) 区 起 


表 3.2 突变 空间 和 时 间 解 释 . 
结果 表明 表 3.1 中 列 出 的 “七 种 优美 的 " 宽 蛮 类 型 的 每 -种 都 
二 以 给 出 既 有 空间 又 有 时 间 的 解释 ,有 赖 于 我 们 是 否 把 输入 变 最 解 
释 为 空间 或 者 时 间 . 肯 3.2 列 出 了 这 些 可 能 性 .作为 如 何 利用 这 些 
解释 的 一 个 说 时 请 考虑 图 3.17, 它 展 人 下 了 抛物 脐 点 帘 变 的 -- 部 分 . 
这 种 突变 (从 表 3.2) 的 空间 解释 暗示 形成 了 一 张嘴 ,这 确实 是 关于 
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当 我 们 取 这 张 曲 面 的 不 同 部 分 时 看 起 来 会 出 现 什 么 样 的 东西 的 一 
种 很 好 的 起 象 . 该 异形 中 通过 固定 抛物 脐 点 族 中 四 个 参数 中 的 隐 个 
并 令 其 他 两 个 参数 变化 画 出 的 曲面 .这 里 得 到 的 曲面 屡 示 了 抛物 脐 
点 曲面 的 这 - -部 分 和 岛 嘴 问 停 人 的 相 亿 之 处 ,在 文献 日 录 列 出 的 材 
笠 中 可 以 找到 许多 这 种 类 型 的 例子 


py Ss 


图 3.17 抛物 脐 点 型 训 变 的 一 部 分 


当 对 我 们 所 要 研究 的 基本 过 程 能 写 下 一 种 显 式 的 数学 表示 时 
发 育 生 物 学 就 成 了 介 平 物理 学 和 暂 学 之 间 的 某 个 研究 领域 了 . 我们 
对 这 些 形态 的 举止 行为 知道 一 些 , 但 是 根本 不 能 与 我 们 对 ,例如 ,前 
面 研究 过 的 弯曲 的 压 杆 所 知道 的 那么 多 相 比 . 这 类 分 析 ( 我 们 对 基 
本 过 程 宝 少 有 一 点 知识 ) 就 是 所 谓 的 突变 论 的 “ 半 物 理 方法 ". 这 包 
括 把 输入 变量 看 作 是 表征 一 个 隔 数 族 的 参数 ,而 把 实际 上 支配 该 过 
程 的 不 管 是 什么 样 的 昭 数 的 非 莫 尔 斯 部 分 与 输出 变量 联系 起 来 , 然 
后 利用 我 们 有 的 物理 知识 来 约束 有 关 的 函数 族 . 

我 仍 以 下 一 点 是 很 清楚 的 , 即 .突变 论 的 这 种 半 物理 方法 和 
以 我 们 对 守 曲 不 杆 的 分 析 为 代表 的 物理 方法 是 多 么 地 不 同 , 在 
弯曲 压 杆 问题 中 我 们 知道 问题 中 变量 之 间 关 系 的 泛 困 形 式 的 … 
切 方 面 .所 以 把 这 个 数学 考 示 式 插入 奇 点 理论 这 部 宙 器 ,转动 数 
学 的 播 森 并 最 后 得 到 有 关 的 分 歧 图 解 就 是 件 简单 的 事情 了 .但 
是 就 突变 沦 的 应 用 来 说 并 不 是 到 半 物 理 方 法 就 为 上 上 了. 当 我 们 
对 基本 的 动力 学 没有 什么 想法 的 时 候 还 在 所 谓 的 突变 沦 的 “ 撒 
而 上 学 的 方法 "来 登场 表演 .我 们 来 察看 一 下 可 以 怎样 应 用 突变 
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笑 和 器 


在 "A' 泡 罗斯 (jolin Alien Paulos) 的 极其 有 趣 晶 具有 启迪 
性 的 书 $ 数 学 与 幽默 》 中 他 把 突变 论 由 的 突 点 曲面 作为 一 类 数学 
比喻 ,有 即 用 几何 术语 来 概述 什么 是 -- 则 笑话 逗 人 发 笑 的 本 质 . 泡 
罗斯 通过 指出 以 下 -- 点 来 开始 他 的 分 析 , 即 笑话 有 赖 于 在 给 定 
情景 或 对 它 的 描述 中 的 不 协调 的 感知 .其 此 笑话 可 以 看 作 是 在 
两 种 (或 多 种 ) 解 释 间 的 安排 好 的 含糊 不 清 的 -- 种 形式 .于 是 , 笑 
话 的 妙 句 就 担当 起 把 听 父 从 `- 种 解释 转移 到 另 一 种 解释 的 开关 
的 作用 .图 3.18 提供 了 这 类 情景 的 一 种 几何 看 法 . 


解 妊 开关 


解释 轴 


第 一 种 会 六 
笑话 的 路 径 


处 句 一 
沼 糊 了 区域 


图 3.18 笑话 的 兴 点 模型 
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为 说 明 这 点 ,并 一 下 到 计算 机 约会 介绍 所 造访 的 -一 位 个 直 
男子 的 故 吾 - 他 告诉 咨询 若 问 他 昌 约 会 一 位 育 爱 水 二 运动 .未 于 
交往 .在 衣着 方面 容易 相处 而 及 很 狼 的 女 千 .集成 这 些 不 同 的 要 
求 ,计算 胡 严 配给 他 的 是 -只 企稳. 这 里 阐述 的 第 一 种 解释 星 且 
有 某 种 年 宾 方 式 的 女 户 几 3.18 中 的 上 上 和 片 部 分 ). 让 这 个 青 牛 骨 
子 去 和 一 只 企 鸠 作 初 次 约会 的 妙 馈 揭 未 了 第 二 种 .隐藏 的 解释 ， 
几何 雹 这 可 以 在 作 是 从 上 上 片 罕 变 地 掉 到 了 下 片 . 

疾 话 结 攀 的 这 种 尖 点 比 输 也 7 呆 用 来 图 示 邮 考察 为 什么 一 则 
笑话 开始 时 小 的 篇 大 会 全 玛 该 笑话 不 那么 加 人 发 笑 . 其 几何 .上 
的 道理 展示 于 图 3. 197a) 中 ,这 可 以 设想 为 说 这 则 算 话 项 得 发 
展 的 方式 使 解释 穿 过 合 贿 区 域 到 了 错误 的 一 边 去 了 ,因而 它 永 
远 停留 在 曲 徊 的 目 片 |;. 因此 这 则 笑话 故事 没有 机 人 刍 发 展 成 跳 
向 上 片 的 跳 暑 页 从 能 加 在 下 片 ,从 击 显 得 平凡 不 可 筑 . 男 -- 方 
面 ,图 3,]9(py 旭 展示 了 有 有 来 会 带 人 发 笑 的 笑话 的 发 嵌 轨 这 

在 泡 罗斯 把 笑话 当 作 突 变 的 分 析 中 .他 还 指出 突变 曲 唔 的 
形状 怎样 提供 关于 说笑 活 时 机 掌握 的 重 归 性 的 某 些 洞察 . 喜剧 
演员 必须 能 以 某 种 力 式 感知 听众 是 怎样 解释 他 理 先 说 过 和 的话 
的 , 即 言 出 演员 必须 知道 听众 位 于 突变 曲面 上 的 什么 地 方 . 如果 
昕 欢 超 前 于 喜剧 演员 ,那么 另 一 种 解释 很 快 成 为 奶 然 ,从 而 笑话 
就 失去 了 它 的 妙语 应 起 的 作用 . 另 -方面 ,如 果 喜 剧 演 员 超 前 下 
听众 , 录 语 不 会 突如其来 地 产生 解释 方面 的 突然 跳 蚂 ,过 使 下 届 
演员 必须 解释 该 笑话 为 什么 能 逼 发 笑 . 

尖 点 几何 还 暗示 ,如果 曲 面 上 片 和 下 片 之 间 的 问 喇 愈 大 , 撮 
么 笑话 中 妙语 带 来 的 解释 上 的 变化 将 会 更 如 逗 人 发 笑 . 泡 扩 斯 
汰 为 性 和 权力 方面 的 笑话 就 可 能 属于 这 种 情形 ,办 为 人 们 关心 
这 类 话题 的 渴望 程度 更 大 . 

尽管 对 把 突变 论 作 为 了 解 幽 默 的 一 种 " 形 而 . 上 学" 的 方式 继 
续 进 行 更 广泛 的 讨论 是 吸 引 人 的 ,但 是 我 认为 前 而 的 概述 中 以 
说 明 其 基本 思想 了 .让 我 们 来 总 结 一 下 我 们 已 经 讲 过 的 东西 . 
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我 们 首先 选 出 不 多 几 个 称 为 "输入 "的 变量 .在 笑话 的 情形 ， 
这 就 是 可 能 给 予 笑话 故事 的 不 同 的 含义 . 太 过 来 .假定 这 张 变量 
能 引起 另外 不 多 几 个 称 为 “输出 "的 避 的 可 观察 到 的 变化 , 作 笑 
话 的 情形 ,输出 可 以 是 听众 给 巴 笑 省 的 解释 ,或 者 其 至 可 能 会 更 
好 , 邯 笑 活 的 故事 及 其 最 后 的 姓 语 能 带 来 生理 和 精神 上 的 紧张 
和 松弛 .我 们 进一步 报 定 输入 变量 不 超过 四 个 ,得 出 不 超过 两 
个 . 接 益 我 们 又 假定 不 论 联 系 输入 和 输出 的 数学 关系 是 什 生 ,这 
种 关系 的 解析 结构 满足 托 姆 定理 要 求 的 技术 性 条 件 , 概要 地 说 ， 
这 些 条 伴 等 问 于 要 求 该 系统 的 输出 是 某 个 光滑 动态 过 程 的 平衡 
点 .最 后 ,我 们 预先 假定 用 来 最短 输入 和 输出 的 坐标 系 怡 好 和 导 
致 文 配 一 个 具有 我 们 所 选 的 输入 和 和 和 町 出 个 数 的 系统 的 标准 崔 突 
变 几 何 的 堂 标 系 - 致 .如 果 不 是 这 样 的 话 ,我 们 尼 须 作 一 个 变量 
替换 把 用 以 表达 观察 结果 的 以 物理 为 基础 的 华 标 蒜 转 换 成 能 和 牛 
成 标准 突变 几何 的 以 数学 为 基础 的 变量 . 突变 论 的 数学 理 沦 使 
我 们 确信 这 种 变换 是 存在 的 一 一 然而 却 无 助 于 求 得 这 种 变 境 . 

现在 证 我 们 集中 注意 上 段 中 的 楷体 字 . 每 个 都 代表 了 -- 种 
我 们 必须 接受 的 出 平 意外 的 假定 ,如 果 我 们 想 求助 于 托 姆 分 类 
定理 来 挑选 出 -- 和 神 能 描述 我 们 问题 的 特定 的 几何 的 活 . 正 显 在 
这 一 点 上 ,物理 学 计 作 给 了 形 而 圭 学 .或 用 田 一 种 方式 来 不 述 ， 
正 是 在 这 一 点 土 , 帮 传 统 意 义 下 的 运用 具有 已 知 解 释 的 方 你 和 
变量 的 建 模 让 位 给 了 托马斯 中 主义 者 式 的 元 建 模 (Thomust - 
style met4modeling), 元 建 模 间 的 是 ;如 果 你 碰 到 了 这 类 方程 ,你 
能 期 望 看 到 什么 样 的 现象 ?当然 ,就 建 模 的 使 命 . 讨 的 而 言 , 传 
统 的 看 法 认为 ,为 了 充分 客观 地 了 解 我 们 面 对 的 世界 ,托马斯 主 
义 者 的 思考 模式 是 无 法 解决 问题 的 , 太 纯 理论 而 用 太 哲 学 味 了 ， 
事实 上 这 种 观点 引发 了 1970 年 代 关 于 宽 蛮 论 在 认识 论 中 的 地 

译注 :Saint Thomas quinas .122471235 ~ 1274.3,7, 意 太 利 神学 
家 和 和 诗人 . 
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位 的 一 场 激 烈 争论 , 幸运 的 是 这 是 - - 场 由 于 双方 者 没有 做 多 少 
能 让 对 方 信服 其 论点 的 有 价值 的 事 商 自然 结束 的 争论 一 一 舞 学 
和 神学 的 争论 通常 是 这 种 结局 , 不过, 它 有 历史 上 的 影响 ,至 少 
可 以 作为 科学 的 社会 心理 学 方面 的 - :个 补充 说 明 ,为 此 我 们 摘 
要 重 述 这 场 数 掌 睦 动 的 恢 些 方面 来 结束 我 们 关于 奇 点 理 沦 的 讨 
论 . 


小 题 大 作 


1976 年 1 月 19 这- -期 的 4 新 闻 周 三 ) 了 但 登 了 整整 -版 
的 关于 突变 论 的 文章 ,是 该 杂志 七 年 来 第 一 篇 关于 数学 的 报导 - 
该 文 以 满怀 希望 和 热情 的 措辞 来 描述 宽 变 论 , 计 为 托 姆 关于 不 
连续 现象 的 思想 是 怎 和 后 顿 发 明 微 积 分 以 来 应 用 数学 中 最 大 的 进 
展 . 正 如 我 们 可 以 预料 得 到 的 ,每 当 数学 领域 的 一 个 耕耘 者 得 到 
本 超 过 了 数学 界 兴 为 是 适当 和 正确 的 评价 的 界限 哪怕 基 - 一 点 点 
的 关注 时 ,反对 者 就 会 蜂拥 而 上 .既然 是 这 样 , 在 许多 著名 的 数 
学 界 同 位 的 帮助 和 坊 动 下 由 H、: 萨 斯 虹 {Hector Sussman ) 和 
R: 扎 勒 {Rephael Zahler) 领 导 发 起 了 指责 . 1937 年 如. 科 拉 达 
《Cina Kolata) 在 4 科学 》 杂 志 上 发 表 的 题 为 "皇帝 没有 衣服 "的 六 
章 开 始 了 认真 的 交战 ,该 文 有 若 于 像 伯 克利 加 州 大 学 的 -斯 街 
尔 (Stephen Smale) 和 斯 击 福 大 学 的 ' 基 勒 (Joseph Keller) 那 样 
的 凌 名 数学 家 发 表 的 关于 突变 理论 缺点 的 -一 些 引述 , 存 科 拉 过 
著名 的 文章 中 ,可 能 是 “应 用 "突变 论 的 最 著名 的 拥护 首 和 阐述 
者 的 C: 译 曼 被 描绘 成 一 个 "公关 入 员 ", 托 姆 理所当然 地 也 被 sl 
述 了 ,但 却 是 断章取义 的 ,大 意 是 .在 一 个 一 切 概念 都 可 以 数 党 
地 和 阁 明 的 世界 里 ,惟独 数学 家 有 权 成 为 智者 .一 大 批 来 稿 ,赞成 

名 ”译注 : 1933 年 创刊 .1961 年 后 因 发 表 准 确 . 活 小 香 生动 的 新 闻 报 
道 而 记得 声誉 ， 
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或 及 对 的 ,都 追随 着 该 文 提出 的 问题 ,寺中 几乎 没有 任何 有 关 不 
同 于 托 姆 和 泽 曼 以 科学 界 , 特 别 是 数学 办 以 奸 额 域 中 得 到 的 关 
注 的 冉 容 . 

在 这 图 概括 和 评价 这 场 争论 各 个 组 成 部 分 的 在 利和 本 利 方 
面 的 时 候 , 对 一 个 未 介入 这 场 争 论 的 旁 现 朝来 说 ,很 难 不 感到 惊 
诗 , 为 什么 要 如 此 小 题 太 作 呢 ? 正如 生物 学 家 攻 : 罗 森 10Robet 
Rosen 明智 节 提出 的 翅 千 如果 个 别 的 科学 家 宏 现 了 这 类 下 为 
大 吾 爱 的 概念 ,就 僵 他 不 要 用 这 些 概念 . 就 认为 他 应 把 这 些 概念 
的 出 现 作 为 个 人 的 有 意 骨 犯 是 没有 道理 的 “这 也 玫 我 的 得 点 ， 
宠 蛮 论 可 能 从 这 桂 锋 绚 的 挥 击 中 挺 讨 来 ,几乎 和 达 和 汞 文 的 兰 然 
选择 理论 从 使 人 浊 痛 的 攻击 中 扩 过 米 一 样 ,两 种 理论 本 质 上 部 
旦 说 明 性 的 而 不 是 预测 性 的 , 国 此 不 能 为 那些 海 炒 精确 定 芷 现 
测 的 人 提供 已 变 成 科学 的 同 浆 词 的 那 种 数字 占 卦 术 , 但 是 上 如 
R' 托 寻 如 此 切中 归 害 地 指 出 的 当当 时 由 上 如 此 过 的 学 上 痢 开 在 
计算 的 时 候 , 基 个 能 想象 的 人 是 不 可 取 的 .” 


一 133 一 - 


132 ， 


133 ， 


[13$] 


第 4 章 停机 定理 (计算 的 理论 } 


计算 与 计算 的 算法 


计算 机 革命 开始 于 1935 年 一 个 令 人 人 懒 洋洋 的 英国 复 日 的 
午后 , 那 时 A' 图 灵 ,剑桥 皇家 学 院 的 一 个 大 学 生 , 想 制 造 一 种 推 
理 机 ,用 它 解决 希 尔 伯 特 (Hilbert) 判 定 问 题 ,这 是 数理 逻辑 中 的 
一 个 著名 的 尚未 解决 的 问题 .大 约 在 同一 时 间 , 在 普林斯顿 数学 
系 的 公共 休息 室 里 关于 另 一 个 数学 上 纠结 不 清 的 问题 的 热烈 辩 
论 ,导致 了 一 类 新 的 逻辑 运算 的 发 展 ,这 类 逻辑 运算 把 实现 一 项 
计算 这 件 事 的 含意 的 启发 式 的 概念 , 放 在 一 个 坚实 的 数学 立足 
点 上 .这 些 由 少数 英国 和 美国 数学 家 独立 所 作 的 努力 ,合肥 一 
起 ,形成 了 以 后 逐 攻 被 称 作 "计算 机 科学 "的 学 科 的 理论 基础 .十 
年 后 ,由 其 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 的 密码 破译 工作 所 驱动 ,图 灵 
同 凤 ' 诺 贫 曼 和 在 英国 和 美国 的 其 他 人 - 道 , 开 始 了 将 这 些 关于 
计算 和 还 辑 的 抽象 的 数学 概念 转变 为 实际 的 计算 装置 的 进程 . 
其 余 的 ,当然 ,就 是 历史 了 .本 章 考 察 这 一 工作 的 理论 支柱 . 

在 1935 年 ,图 灵 旁 听 了 数理 还 辑 学 家 M' 纽 最 (Max New- 
man) 开 设 的 -- 组 课程 .在 课程 中 纽曼 引入 了 和 希 尔 伯 特 的 判定 问 
题 ( Entscheidungsproblem ) , 沪 问 题 问 是 否 存在 一 种 有 效 的 程序 ， 
以 预先 确定 某 个 结论 能 不 能 从 一 组 给 定 的 假设 用 逻辑 推演 出 
来 .图 灵 立 即 被 这 一 木 解 之 详 迷 住 了 ,并 有 旦 承担 了 解决 它 的 任 
务 . 像 现 已 弄 清楚 的 那样 ,他 在 试图 用 数学 术语 表述 此 问题 时 ， 
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所 遇 到 的 中 心 困 难 呈 ,当时 对 于 可 视 作 “有 效 的 程序 "的 东 上 本 , 设 
有 一 个 铺 晰 的 概念 .虽说 人 类 作 计 算 已 有 数 千 年 ,但 在 1935 年 
对 于 如 下 的 问题 殷 没有 --- 个 好 的 问答 , 即 什么 基 计 算 ? 岗 江 通 
过 发 明 推理 机 而 点 服 了 这 一 困难 ,这 …- 推 理 机 起 到 了 撑 起 计算 
的 现代 理论 大 门 的 拱 心 如 的 作用 ， 

图 灵 的 主要 任务 是 者 清楚 如 何 用 一 种 形式 的 数学 对 象 去 代 
蔡 有 效 的 过 程 的 直观 上 令 人 满意 的 一 一 但 是 非 形 式 的 一 一 慨 
念 .他 所 建议 的 是 某 种 我 们 现在 称 作 算法 的 东西 ,是 他 仿效 人 类 
在 进行 一 项 计算 时 实际 经 历 的 步骤 而 提出 的 一 个 概念 .本 质 上 ， 
图 灵 将 算法 看 作 -- 个 机 械 的 过 程 ,或 者 是 一 组 规则 , 它 告诉 大 们 
在 任何 一 组 特定 情况 下 如 何 一 步 步 进 行 .为 了 以 例子 谨 明 这 一 
基本 的 概念 ,考虑 鳄 梨 贰 的 制作 问题 ,这 是 一 种 在 墨西哥 及 美国 
临 南部 部 分 地 区 流行 食用 的 用 来 蔓 玉 米 饼 的 调味 液 . 


鲫 梨 划算 法 


鳄 梨 获 是 鳄 梨 ,大蒜 、 柠 机 汁 、 切 碎 的 茵 头 , 红 辣椒 粉 . 战 和 
调味 痪 等 的 混合 物 . 一 旦 这 些 配 料 备 好 了 , 制 法 以 一 种 按部就班 
的 方式 规定 了 如 何 将 它们 加 工 和 级 合 来 形成 调味 流 . 例如 , 重头 
的 几 步 可 以 是 : 


1. 往 硬 里 搬 一 点 盐 , 并 用 大 蒜头 摩 氛 ， 

2. 在 碗 里 将 钝 梨 执 碎 , 并 调 以 盐 和 红 辣 椒 粉 各 1/4 某 是 . 

3， 个 入 一 茶 越 术 樟 汁 . 

4. 搅 入 2 条 十 切 碎 的 苞 头 . 

这 些 步 又 构成 了 我 们 可 以 称 之 为 “ 鳄 梨 绚 算法 "的 开始 部 
分 .在 每 个 阶段 ,算法 都 明确 规定 了 应 完成 的 动作 ,最 后 a 
规则 ,告诉 我 们 何 时 油 味 谱 已 经 做 成 .事实 上 ,不 难看 到 ,给 出 
原料 组 分 (和 -- 个 足够 陪 明 的 工程 师 ) ,这 样 一 种 制作 过 程 可 2 
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用 -纯粹 机 械 的 方式 出 " 鲍 梨 敬 制 作 机 "来 完成 . 
正 是 算法 构成 了 计算 的 数学 理论 的 梓 心 .现在 我 们 离 升 厨 
房 ,观察 -- 类 不 怎么 现实 却 较为 有 数学 味 的 例子 . 


下 岂 里 得 算法 


考虑 求 可 除 尽 - -已 知 整数 a 和 6 的 最 大 数 的 欧 几 里 得 算 
法 .这 是 求 两 个 数 的 最 大 公 因子 的 一 种 规则 . 在 最 近 几 年. 求 大 
整数 的 素 因 子 的 问题 ,由 于 直接 同 将 数据 译 成 “不 可 破解 的 " 密 
码 从 而 在 公开 的 电话 线路 上 传送 的 问题 有 关 , 其 重要 性 日 益 增 
大 .具体 说, 如果 能 保证 没有 好 的 ,也 就 是 快 的 方法 ,将 一 个 大 数 
分 解 出 它 的 全 部 素 因 子 .那么 就 能 造 出 许多 这 样 的 不 可 破解 的 
编码 .结果 , 数 的 因子 分 解 的 算法 模型 ,是 现时 相当 重要 的 研究 
课题 , 下面 区 讨论 的 欧 几 里 得 算法 是 出 了 各 的 计算 上 无 效率 的 ， 
也 就 是 慢 的 . 而 且 , 它 只 能 求 到 两 个 数 的 最 大 公 因 子 , 这 可 能 是 
也 可 能 不 是 一 个 素数 .虽然 如 此 ,这 -- 算 法 在 数论 中 是 有 重大 的 
理论 价值 的 ,并 可 用 作 我 们 用 * 算 法”-- 词 所 表述 的 概念 的 -个 
最 为 完美 的 例子 

为 确定 性 起 见 , 假 没 a 大 于 6. 而 旦 ,引入 符号 "rem{ 宇 )" 表 
示 数 x 被 另 - 数 y 除 后 的 余数 .那么 区 上 几 蛙 得 算法 由 按 和 如 下 规 
则 算出 整数 序列 所 组 成 , 即 


ri 二 Fen i fiir: =remy ?fra Tem FF." 
b rl - rT2 


该 过 程 继 续 进 行 直 到 得 余数 为 0 为 止 .过程 停 在 数 ,这 数 夭 媳 
能 除 尽 a。 和 旷 二 者 的 最 大 整数 . 准确 解释 为 什么 这 一 舰 则 产生 4a 
和 的 最 太公 因子 这 有 点 离 题 太 远 . 但 有 兴趣 更 详细 地 了 和解 这 -- 
古老 算法 的 读者 可 以 在 任何 -一 本 初等 数论 书 中 找到 解释 . 
为 了 具体 地 说 明 这 一 过程, 我 们 邻 a = 137 和 5 =6. 然 后 按 
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照 获 几 里 得 算法 的 步 又 得 到 

F1 = rem {| = 5,r1=rem| 8 | = 上 |， =rem{ 守 | = 习 . 
于 是 得 剂 结论 "” = 1 是 L37 和 6 的 最 大 公 因 子 , 观 察 敏 锐 的 读者 将 
会 语意 到 ,我们 并 不 真正 形 要 欧 儿 里 得 算法 来 得 到 这 -结果 .因为 
137 是 一 个 素数 ,能 除 具 137 的 数 只 有 1 及 其 白 身 .这 就 暗示 137 和 
6 的 最 太公 因子 只 能 是 1. 如 此 137 和 6 基 所 潮 的 互 素 的 整数 . 

正如 鲍 梨 斑 例 于 的 情况 那样 ,此 处 重 灾 的 在 于 芯 儿 里 得 算 
法 的 步 紧 是 严 梧 描述 出 来 的 ,不 变 的 和 事先 固定 的 ,在 每 -上 消 规 
定 一 种 凡 只 规定 -种 这 算 ， 没有 大 于 中 间 结 果 的 解释 或 任何 的 : 
一 个 令 人 厌倦 的 ,此 本 二 是 除法 和 取 余 数 运 
算 的 机 械 的 重复 . 这 种 对 - -组 规则 的 请 日 这 随 , 基 构成 算法 的 东 
西 的 本 质 .因此 ,为 了 上 反映 包 人 汝 在 算法 步骤 的 执行 中 的 那 种 机 幅 
的 本 性 ,图 灵 发 明了 一 种 假设 的 机 构 , 现 在 称 作 " 图 如 机 "然后 
他 用 这 一 ”机 器 "的 忻 质 来 使 完成 一 质 计 算 的 含意 形式 化 . 


图 灵 的 不 可 思议 的 机 器 


图 灵机 由 两 部 分 组 成 :(1) 一 条 七 限 长 的 带 , 划 线 隔 成 - -个 
个 小 方 格 ,每 一 个 上 中 以 容纳 一 有 限 符 号 集中 的 一 个 符号 ,(2)-- 
个 读 和 与 头 , 它 能 从 带 上 的 小 方 格 读 .所 和 清除 符号 . 因为 为 图 关 
机 设 定名 于 两 个 符号 的 字母 表 在 一 般 性 方面 并 不 能 带 来 任何 好 
处 ,所 以 我 们 假设 全 部 符号 就 是 两 个 元 0 和 1. 为 备 以 后 参照， 
重要 的 是 要 注意 到 我 们 在 这 里 并 不 认为 符 恕 0 和 上 是 数 败 和 
一 ,而 仅仅 是 表示 这 些 数 的 数码 .并 且 事 实 上 ,我 们 也 一 样 能 
选择 任何 其 他 两 个 能 识别 的 不 同 符 寻 , 像 罗 马 数字 | 和 下 ,于 母 
和 和 了 ,或 者 其 硅 更 为 抽象 的 符号 走 利 嘻 等 .然而 ,由 于 在 启 史 
上 和 实践 上 的 种 种 齐 因 ,人 们 遵守 通常 的 惯例 使 用 0 和 1 是 适 
宜 的 .图 灵机 的 一 般 装 胃 描 本 在 图 4.1 中 . 
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该 写 头 一 次 扫描 一 
方 格 ， 处 于 一 定 个 
数 的 状态 中 的 一 种 
状态 


双向 无 穷 长 带 ， 分 作 小 
方 格 ， 每 格 能 的 带 一 个 
符号 


图 4.1 图 英 机 的 峰 示 


图 灵机 的 行为 是 由 算法 控制 的 ,算法 用 更 在 称 作 程序 的 东西 来 
表示 .程序 由 有 限 条 指令 组 成 ,每 一 条 取 自 下 列 一 组 可 能 的 选择 : 

PRINT 0 ON THE CURRENT SQUARE 在 当前 方 格 中 写 Q 

PRINT 1 ON THE CURRENT SQUARE 罕 当 前 方 糖 中 写 1 

GD LEFT DONE SQUARE 主 移 一 格 

CO RIGHT ONE SQLARFE 右 称 一 培 

GO TO STEP i IF TIF CURRENT SQUARE CONTAINS QO 车 当前 方 

格 内 容 为 0 转向 步 

C0 TO STEP j JF THE CURRENT SQUARE CONTAINS 1 车 当 色 六 

略 内 容 为 转向 第 ) 

STOP 停止 


就 这 些 .从 这 7 种 简单 的 指令 出 发 ,可 以 组 成 所 谓 的 “图 灵 一 波 
斯 特 {Turing ~ Post) 程序 ". 这些 程序 告诉 机 器 应 当 完 成 何 种 
计算 . 

为 以 后 参阅 ,注意 上 述 指令 表 中 的 语 色 “GO TO…" 是 可 以 
消去 的 ,通过 给 与 读 写 头 -一 种 内 部 的 机 构 ,例如 一 个 指针 , 它 在 
计算 的 每 -- 步 能 够 存在 于 有 限 个 位 置 &,B,C 等 的 任何 一 个 ,这 
些 不 同 的 指针 方位 称 为 该 写 涉 的 内 部 状态 .内 部 状态 的 引入 大 
大 缩短 了 图 灵机 鹅 序 芍 书写 表述 ,但 决 没有 改变 机 器 所 能 完成 
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的 计算 的 种 类 ， 

图 灵机 的 操 件 十 分 简易 .我 们 首先 僻 入 载 有 -- 定 样式 的 0 和 和 
1 的 带 ( 输 入 数据 ) .机 器 然后 通过 置 读 写 头 于 某 个 以 定 的 升 始 方 
糙 而 玫 始 送行 ,此 后 机 器 所 取 的 动作 总 于 全 由 其 程序 由 的 指令 所 
决定 . 与 其 继续 内 泣 种 抽象 的 语言 进 说 ,不 如 和 真 赴 演示 -个 例子 
来 获得 关于 这 样 … 个 装置 旭 何 :1 作 的 要 领 要 更 简单 些 . 

候 设 初始 带 的 档 成 为 一 串 | 及 了 两 端 才 一 个 0 如 
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在 上 述 的 带 的 构成 中 ,黑体 字 的 1 表示 读 写 涉 当 及 所 在 的 广 格 . 
对 这 个 例子 ,假设 我 们 想 贤 图 沁 机 将 此 上 串 的 两 端的 0 改 为 1 放 
随后 停止 ,这 样 米 使 1 的 多段 的 长 度 增 加 2 格 .下 面 是 一 个 完成 
这 一 性 务 的 程序 : 
i 0 RIGHT ONE 3QUARE 古称 -- 下 
2, GO TO STEP 1 JF THE CLRRENT SOLARE CONTATNS AI 其 当 
前 方 卑 汶 容 交 上, 转向 步 1 
3，PRIRT | ON THE CLRRENT SOLARE 在 当前 方 格 宁 号 上 
4. CD LEFT ONE SQUARE 去 移 -- 格 
5. GO TO STEP 4 TIF THE CURRENT SOLARFR CONTAIMS A 昔 当 
前 方 格 内 容 中 1. 转 夫 步 委 
6. DRINT ] ON THE CURRENT SQLARE 在 当前 太 榨 让 写 1 
7 STOP 个 上 
追踪 这 -- 简 单程 序 的 步骤 ,发 现 读 与 头 问 右 移 动 直到 它 找到 第 
一 个 0, 那 时 通过 命令 PRINT 1 而 将 0 挽 作 1. 然 后 读 写 头 向 左 
移动 直到 发 现 0 并 用 1 代 之 ,于 是 停机 ,图 4.2 给 出 了 图 灵机 的 
一 般 工 作 方 式 的 较为 图 表 式 的 表示 . 
横 代 的 计算 装置 ,即使 是 家 用 计算 机 , 像 我 正在 用 来 苇 作 本 
书 的 这 一 各 , 较 之 带 有 其 不 多 的 内 部 状态 和 非常 有 限 的 污 写 关 
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机 器 状态 水 

ABCDEFGH ... 
机 如 衣 

其 #1 横 划 则 | 写 放 移 击 各 转 同 
0 1 L 
1 
0 
1 


1 在 状态 


总 
总 
1 


疏 


和 ,2 格 灵 机 的 略 表 式 表 水 


-1421 活动 项 目的 图 灵机 ,看 来 在 结构 上 还 更 复杂 得 多 .在 其 计算 能 方 
方面 也 远 更 强 有 力 , 然 而 ,结果 证 明 并 非 如 此 .着 甩 大 部 分 荣 党 
应 归于 图 况 , 因 为 他 认识 到 ,能 在 任何 的 计算 机 一 -一 晨 想 的 或 非 
理想 的 一 一 上 执行 的 任何 的 算法 (也 就 是 程序 ), 也 能 用 他 的 亿 
器 的 一 种 特定 的 样式 , 称 作 通用 图 灵机 (或 缩写 作 UTM) 米 定 
成 .这 样 除 了 计算 的 速度 之 外 ,计算 速度 肯定 是 依赖 于 硬件 的 ， 
没有 一 种 我 的 {或 者 任何 别 的 大 的 ) 机 器 能 作 的 计算 而 用 UTW 
不 能 够 作 的 一 一 只 要 给 以 足够 的 时 间 和 内 在 ， 

为 了 详细 说 明 他 的 UTM, 图 灵 认 识 色 木 仅 问题 的 输入 数据 ， 
而 且 程 序 本 身 也 可 以 用 一 系列 的 0 和 | 来 代码 化 . 表 4.1 给 出 了 
可 以 作 这 -一 编码 的 洗 洛 方式 中 的 -- 种 .所 以 .我 们 可 以 把 程序 看 
作为 男 一 类 输入 数据 ,将 之 与 它 要 加 工 的 数据 -~- 起 写 入 带 中 .有 
了 这 一 关键 性 的 认识 ,图 灵 构 造 了 一 个 程序 . 它 能 模 撒 任 何其 他 
的 程序 P 的 动作 ,只 要 这 程序 P 作为 其 输入 的 -- 部 分 {由 就 起 
说 ,他 创造 了 一 个 TW). 我们 看 一 -看 它 是 锯 何 工作 的 . 
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PRINT 1 ON THE CURRENT SQUARE (Kl 
GO RIGRT ONE SUARE QO 
GO LEFT ONE SQUARE Oil 


GO TO STEP 1 [IF ME CURRENT 


SQUARE CONTAINS O 101 00 
1 外 

GO TO STEP y IF THE. CURRENT 

SQUARF CONTATNS 1 O10 


STOP L000 
表 4.1 图 灵机 语言 的 一 种 编码 方案 
人 航 没 我 们 有 -- 个 图 有 机 程序 PP, 我 们 现在 知道 它 完全 讽 定 
了 - 台 特 定 的 图 当 机 . 至 此 所 有 我 们 需要 微 的 就 是 将 这 -程序 
P 连同 它 所 要 对 之 动作 的 输入 数据 :起 ,与 到 UTM 的 带 上 .此 
后 该 UTM 将 模拟 程序 P 对 数据 的 动作 ;在 将 程序 P 在 原 机 器 
上 运行 同 使 UTM 模拟 P 之 间 没 有 和 什么 可 识别 出 的 盖 别 , 岂 就 
是 说 ,假装 它 就 是 图 关机 已. 
从 理论 的 观点 看 ,图 灵机 的 重 昌之 处 在 于 它 圾 达 了 -一 个 壤 
式 的 数学 对 象 ,这 样 一 来 , 随 着 图 灵机 的 发 明 , 人们 第 -次 x 于 
作 某 项 计算 意 指 什 么 有 了 一 个 明确 定义 的 概念 .然而 这 和 随 ;> 色 
产生 了 准确 地 说 用 这 样 的 数学 机 构 能 计算 些 村 么 的 癌 吴 .由 导 
说 来 ,是 否 存 在 一 种 适当 的 图 灵机 能 计算 每 一 个 数 * 或 并 说 是 
否 存 在 永远 超出 计算 的 界限 的 数 ” 疼 闪 自己 在 他 1936 年 的 开 
所 性 沦 文中 发 区 了 这 可 计算 性 问题 ,文中 他 引入 图 灵机 作为 
解答 这 些 基本 问题 的 手段 . 
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不 可 计算 


为 开局 我 们 关于 可 计算 性 的 讨论 ,首先 要 弄 明 白 可 计算 的 
数 意 指 什 么 .简单 地 说 ，. -个 整数 = 定义 作 是 可 计算 的 ,如 果 有 
一 个 图 灵机 可 将 其 做 出 来 ., 即 ,从 -个 内 容 全 部 为 0 的 常 开始 ， 
存在 -个 图 灵机 程序 ,将 在 有 限 步 后 停止 , 带 则 载 有 一 串 半 个 1 
和 所 有 其 余 的 0. 注意 这 是 可 计算 的 数 的 售 意 的 一 个 定 久 ,并且 
是 依赖 于 计算 的 这 -- 图 灵机 模型 的 . 这 暗示 着 一 个 特定 的 熬 林 
能 就 图 灵机 模型 足 林 计算 的 ,而 就 作 兵 项 计算 的 含意 的 另 一 :种 
数学 理 拒 化 而 言 又 是 不 可 计算 的 .这 一 的 
详细 地 继续 讲述 .但是 现在 重要 的 仅 是 注意 可 计算 的 数 的 概念 
不 是 一 个 绝对 的 概念 , 它 使 粮 于 你 所 使 用 的 计 算 的 模型 . 

由 于 大 效 数 实数 由 无 穷 多 位 数字 组 成 .计算 -个 实数 能 情 
襄 有 点 难处 理 . 例如 像 数 r =3.14159265… 或 者 .3 = 1.732… 无 
穷 继 续 , 绝 不 可 能 表示 为 任何 有 限 位 数字 的 循环 重复 . 所 以 我 们 
称 一 个 实数 是 可 计算 的 ,如 果 有 一 图 灵机 能 够 连续 地 -- 和 从 路 桨 
一 位 地 所 出 沪 数 的 各 位 数字 . 当然 ,在 这 种 情况 下 机 器 - 般 将 水 
过 运行 下 去 .为 考察 可 计算 性 的 这 些 定义 在 数学 上 是 否 有 意 忌 ， 
入 们 想 知 道 的 第 一 伟 事 是 有 没有 不 可 计算 的 数 .现在 我 们 将 考 
谍 在 使 用 这 样 一 种 装置 实际 计算 数 时 我 们 能 力 的 局 限 性 . 

可 以 证 明 , 对 于 一 个 具有 z 个 可 能 的 读 出 头 状态 的 2 符号 图 
灵机 ,可 以 写 出 恰好 (4a + 4) 六 个 不 同 的 程序 ,当然 ,这 跟 不 同 的 图 
灵机 的 数 日 相 一 致 ,这 意味 着 -一 台 ” 状态 机 器 最 多 能 计算 这 样 多 
个 数 . 设 n 取 值 =],2,3,…, 吕 以 得 出 结论 说 图 灵机 所 能 计算 的 
数 最 多 为 -- 可 教 集 ,也 就 是 说 其 元 素 可 以 同 止 整数 ("计数 " 数 ) 建 并 
一 一 对 应 的 集合 .然而 实数 有 不 可 数 那 样 多 ;因此 ,我 们 得 出 … 个 或 
许 是 信人 停 异 的 结果 , 即 实 数 的 绝 大 部 分 是 木 可 计算 的 . 

这 一 计数 的 论据 是 证 明 存 在 不 可 计算 的 数 的 方法 之 一 
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管 是 一 个 有 点 丫 接 的 方法 .图 灵 和 已 用 的 是 一 个 基于 称 作 " 康 托 
示 册 对 前线 证 法 "的 更 为 喜 接 的 方法 .其 证 明 像 好 下 这 样 进行 . 
考虑 下 列 的 和 名表 :Smith ，Dtway ，Arquette ，Bethel ，Bellman , 和 
Imhoff .现在 取 第 一 个 名 字 的 第 一 个 字母 ,并 昌 按 字母 表 磊 序 后 
推 一 个 位 置 . 这样 往 到 全. 然后 对 第 二 个 名 字 的 第 二 个 字母 ,第 
三 个 名 字 的 第 三 个 宁 姐 等 等 做 同样 的 事情 . 所 得 结果 为 “Pur- 
ing . 显然, 名字“Turing” 不 是 能 在 诛 来 的 表 中 ,因为 它 同 表 中 的 
每 一 个 成 员 都 至 少 有 -个 字母 不 同 . 
图 总 的 关于 不 林 计 算数 的 存在 性 的 论证 沿 同 样 的 思路 进行 . 假 

设 你 开 询 出 了 在 0 和 1 之 间 的 所 有 的 可 计算 数 ,比如 说 用 它们 的 十 
进 小 数 表 达 式 写 出 .内 为 按 前 面 刚 刚 给 出 的 论据 可 计算 数 形成 -可 
数 集 ,也 就 是 说 它们 可 纪 辐 正 整 数 一 一 对 应 ,所 以 这 基 能 够 做 名 的， 
当然 ,这 样 的 一 张 表 将 是 无 限 长 的 ,但 下 面 是 它 的 开 尖 部 分 : 

n=0.aa2030'", 

nz2=0.b1626304 ， 

ns=0,.ccrcs., 

se L145 ] 
其 中 是 a,, 4 ,中 的 每 -个 都 是 9 和 9 之 间 的 整数 .现在 将 蚀 一 - 
个 数 的 第 一 位 数字 ,第 一 个 数 的 第 一 位 数字 ,以 及 一 般 地 ,第 大 个 数 
的 第 上 位 数字 ,每 个 后 推 一 个 数字 . 用 这 一 -方法 一 个 新 的 数 N =0. 
Cart D(B2+ (err1)… 产 生 了 出 来 人 .这 个 数 不 可 能 在 原 表 中 ， 
因为 它 女 表 中 的 每 个 数 都 至 少 有 一 位 是 不 同 的 ,然而 ,由 定义 ,此 
表 包 含 了 所 有 的 可 计算 数 .因此 ,这 个 新 的 数 必 定 是 不 可 计算 的 . 
从 世面 的 论证 可 见 , 不 可 计算 数 是 司空 见 符 的 ,可 计算 数 内 


由 ”译注 ，Ceorg Cantor，1845.3.3 ~ 1918.1.6, 德 国 数学 家 ,集合 沦 


的 创始 人 . 
因 证 Et: 这 里 卡 当 将 4+ 1 理解 作 中 .地 9 的 后 继 为 0,0 的 语 准 为 
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是 例外 ,这 因为 0 和 1 之 间 的 可 计算 数 是 -个 可 数 集 .形成 构成 
0,1 区 闻 的 实数 的 这 一 不 可 数 集 的 一 个 正常 “稀薄 "的 子 集 .这 
一 信人 惊异 的 事实 表明 ,在 我 们 日 常 的 个 人 生活 和 职业 生活 中 
所 处 理 的 所 有 的 数 , 正 是 我 们 能 将 它们 写 出 来 (也 就 是 说 有 -- 条 
规则 来 生成 它们 的 各 位 数字 ) 这 一 事实 ,意味 着 它们 必定 是 可 计 
算 的 ,但 却 只 形成 所 有 可 能 的 数 的 -个 用 显微镜 才 可 见 的 小 的 
子 集 , 占 压倒 多 数 的 数 是 在 一 个 不 能 赁 追随 任何 类 型 的 计算 机 
器 的 规则 而 达到 的 王国 里 ,现在 我 们 来 看 儿 个 专门 的 不 可 让 算 
的 量 的 例子 . 


注 辜 海 狸 对 策 


假设 给 你 -- 满 记 0 的 输入 带 , 要 你 为 一 状态 图 灵机 车 一 
个 程序 ,使得 :(1) 程 序 必 须 最 终 会 停机 .{2) 程 序 在 停止 前 应 在 
带 上 与 上 尽 下 能 多 的 1. 显然 ,能 写 上 的 ] 的 个 数 是 一 个 仪 依赖 
于 机 器 可 用 状态 数 n 的 函数 .同样 清楚 的 是 如 果 ”= 1, 可 写 上 
的 1 的 最 大 个 数 仪 为 1, 这 是 从 程序 不 能 永远 运行 这 -要求 立 
刻 得 出 的 结果 ,如 娄 & =2, 已 知 的 古 磷 停机 前 能 写 上 的 1 能 最 
大 个 数 是 4, 这 也 是 从 机 器 必须 最 终 停 机 这 一 事实 得 出 的 结果 ， 
而 一 个 3 状态 机 器 在 侈 目前 能 写 上 6 个 1. 能 在 停机 前 竺 上 上 最 


符号 该 出 
状态 ”一 一 一 一 - 
0 ] 
A RB .Lt 
B Ld RB 
C I 1,STOP 


表 4.2 一 个 3 状态 忙碌 海 狸 
L146 | 表 4.2 给 出 了 一 个 3 状态 忙碌 海 狸 程序 ,而 图 4.3 表明 该 程序 
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如 何 能 在 停机 前 在 常 f 写 上 6 个 1. 读 玫 应 按 下 列 方式 解释 走 4.2 
中 的 内 容 : 和 假设 读 沁 涉 广 状态 A 并 从 带 上 上 污 出 符号 1. 按照 去 4.2 
中 的 程序 ,机 器 现在 应 当 取 动作 {1,L,C). 这 是 图 灵 枯 速记 法 ,用 以 
说 速写 天 应 ?和 在 方 格 中 节 上, 回 左 移动 - 格 , 然 后 将 指针 置 于 位 器 CC， 
也 就 是 说 进入 内 部 状态 和 . 表 中 的 其 他 指 信 类似 地 解释 .法 者 由 应 
当 注 意 到 带 的 读 写 法 的 位 置 在 图 中 是 用 黑体 字 表 示 的 . 
状态 

《 [olaTaToloToloTold] » 

BR [oo of o] 110fo] 0[o] 

[DEREDETTI 


C 
B 

A | 

s TT Tp 


+ BET 
c CEILITTTT 
外 GETDIETTTITO 


蕊 4.3 3 状态 全 本 海 理 的 戌 作 
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现在 谈 我 人 的 不 可 计算 的 量 .定义 BBtn) 为 用 状态 忙碌 海 
狸 程序 写 上 的 | 的 个 数 .这 样 一 来 ,忙碌 海 妊 函数 BB{n) 的 值 就 
是 任何 能 停机 的 程序 能 够 在 * 状态 图 灵机 的 带 上 和 写 上 的 | 的 最 
大 个 数 .我 们 已 经 看 到 BB{1)=1,8B(2}=4, 利 BB(3)=6. 从 n 
的 小 值 的 这 些 结 果 看 来 ,似乎 函数 BB{n) 当 nm 增 大 时 或 许 没有 任 
何 特别 令 人 感 兴趣 的 性 质 . 但 你 不 要 对 一 个 函数 仅 纤 它 对 其 月 亦 
量 的 几 个 值 的 忻 能 作 结 论 .详细 的 研究 已 证 骨 


Cli 


BB(12) > 6 x 40964006 

其 中 数 4096 在 点 点 点 区 段 出 现 166 次 .这样 在 试图 计算 12 状 
态 图 灵机 的 忙 康 海 猩 极 数 的 值 时 ,我 们 很 快 得 到 一 个 如 此 所 大 
以 至 几 平 是 讯 穷 的 数 . 更 在 明 站 对 于 足够 大 的 m 值 ,忙碌 海 利 
函数 对 这 样 的 ” 值 的 值 超过 任何 的 在 这 些 同 样 的 mn 值 上 计 值 
的 可 计算 销 数 的 值 . 换 和 名 话说 ,忙碌 海 狸 隆 数 BB{n}) 是 -个 不 
可 计算 的 函数 . 这样 为 找 一 个 有 效 的 不 可 计算 数 的 具体 例子 ,到 
有 大 的 状态 数 m 的 图 天机 即 可 .然后 寻找 性 碌 海 狸 画 数 对 悄 个 
n 值 的 隙 数值 , 答案 实际 上 是 一 个 不 叮 计算 的 数 . 

现在 为 了 牢固 地 确立 在 某 件 事 存在 的 事实 和 我 们 能 够 显 式 地 
展示 ,也 就 是 说 ,计算 ,这 同一 件 事 之 间 的 益 别 ,考虑 男 外 一 类 对 策 . 
这 类 对 策 将 表明 ,能 够 证 明 局 中 人 之 一 的 获胜 的 策略 的 存在 性 .而 
同时 又 表明 “获胜 ”的 局 中 人 将 因为 永远 不 能 计算 出 按 获 胜 策 略 在 
对 策 的 每 一 步 要 做 的 动作 ,而 永远 不 能 有 效 地 使 用 这 - -策略 . 


图 喘 机 对 策 
假设 有 两 个 局 中 人 ,相当 缺乏 想象 地 称 他 们 作 A 和 B. 这 些 
局 中 人 轮流 选取 正 整数 如 下 : 
步 1. 局 中 人 A 选 数 上 n. 
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当 二 并 久 时 人 由 


步 2. 局 中 人 BB 知道 了 nn, 取 数 m. 
步 3. 局 人 入 知 省 了 加 , 选 数 天 


然后 规则 给 出 ,如 果 有 茜 个 5 状态 疼 员 机, 当 队 一 载 有 全 0 的 
带 丹 始 时 ,恰好 在 m + 让 步 停止 , 则 局 中 八 A 闭 胜 .否则 局 中 ,人 
B 获胜 ,相当 明显 的 是 这 是 一 项 持续 时 间 有 限 的 对 策 , 因 为 … 纹 
局 中 人 选 员 了 他 们 的 整数 ,所 有 要 做 的 斌 是 构造 (4n +4)2 辣 有 
n 个 状态 的 图 灵机 ,使 每 - 台 运 行 恰好 m + 处 步 以 确定 胜 者 .如 
困 这 些 图 灵机 的 程序 哪怕 只 有 一 个 在 第 mw + 龙 步 停 让 , 旭 启 中 
信服 得 对 策 ;如 涉 然 , 驻 利 属于 局 中 入 B. 

从 对 策 论著 道 ,任何 -- 个 固定 的 .有 限期 的 0 和 和 对策 , 按 上 下 述 
意义 是 确定 的 ,中 对 于 局 中 人 之 一 存在 获胜 策略 .在 本 例 中 尾 局 
中 人 B. 虽 然 如 此 ,图 灵机 对 策 作 起 来 并 不 平凡 ,因为 - : 旦 局 中 人 
选 测 了 他 们 各 自 的 门 数 , 他 们 之 中 谁 将 是 最 终 的 胜利 者 远 不 呈 立 
刻 显 见 的 .这 是 因为 局 中 大 谁 也 没有 一 个 确定 的 规 风 , 战 首 着 法 
(也 就 是 说 ,一 个 可 计算 的 策略 }, 使 他 或 她 能 据 以 启 得 对 策 , 这 -- 
事实 的 证 明 依 束 于 说 明 任 何 获 胜 策略 涉及 到 计算 一 个 函数 的 值 . 
它 较 之 从 和 碌 海 狸 陋 数 的 值 生长 得 更 快 . 然而 我 们 已 经 知道 BB.n) 
是 不 可 计算 的 ;因此 ,这 一 新 函数 也 必定 下 不 可 计算 的 . 读 背 在 文 
献 目 鞭 中 可 看 到 包含 这 一 证 明细 节 的 材料 的 简 述 . 

我 们 的 可 计算 数 的 定 广 ,以 及 忙碌 海 猩 和 图 灵机 对 策 , 这 一 
者 的 -个 级 其 重要 的 方面 是 所 包括 的 程序 必须 在 存 限 步 后 停 
止 .我 想 ,明显 的 是 直到 计算 过 程 终止 之 前 ,你 没有 真正 计算 任 
何 东 西 ( 即 使 在 实效 的 情形 ,任何 有 限 的 计算 一 般 只 产生 对 信 檬 
图 计算 的 数 的 一 个 近似 ) .这 将 是 -- 件 贤 为 令 人 人 不快 的 事 , 例 如 ， 
如 果 会 计 室 的 造 工资 册 的 程序 不 能 停止 了 ,使 得 你 的 工资 支票 
永远 不 得 打印 和 汇 出 (尽管 若 同 样 的 洒 运 沙 在 抵押 单据 公司 在 
准备 你 们 的 月 度 报 告 书 时 的 程序 上 ,这 不 快 会 小 得 多 ). 这 一 - 简 
单 的 观察 引导 出 计算 的 理论 中 -个 关键 的 问题 ; 昨 否 存在 一 - 艇 
的 工作 过 程 ( 也 就 是 算法 ) 能 事先 告诉 我 们 - -个 特定 的 程序 是 否 
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将 在 有 限 多 步 后 停机 ?这 就 是 著名 的 停机 问题 ， 


根据 无 限 性 吗 ? 


现在 用 稍微 香 明 确 些 的 语言 重 逊 停机 问题 : 任 给 图 丸 机 程 
序 P 各 … 组 输入 数据 1 ,是 否 存 在 单个 程序 .接受 P 和 了 作为 其 
输入 数据 ,并 在 有 限 多 步 后 停机 , 往 停 机 点 上 带 的 最 后 构成 则 指 
明 天 在 加工 数据 了 时 是 否 将 在 有 限 多 步 后 停止 ”细心 注意 我 
们 在 此 处 所 寻 凑 的 是 为 任何 程序 P 和 一 切 可 能 的 输入 数据 / 
而 工作 的 单个 程序 .这 是 - :种 "元 计算 的 "问题 ,因为 它 是 询 门 能 
告诉 我 们 关于 全 部 的 称 序 的 特性 的 程序 的 存在 性 ， 

为 赚 示 这 -- 问 题 的 延 非 平凡 ， 假 设 有 -程序 P、 它 泪 岁 
元 名 的 名 并 内在 遇 到 第 -一 个 主 时 停止 . 因而 本 质 上 该 程序 
说 ,，“ 一 直 谍 下 去 直到 过 到 1 刚 停 止 .” 在 此 情况 下 ， 完 全 由 
1 组 成 的 输入 数据 [将 导致 程序 在 第 一 步 后 即 停止” 男方 
面 ， 如 加 输入 数据 全 部 是 0， 程序 将 永 不 停止 ， 当然， 在 这 
一 情况 下 . 我们 有 - .确定 无 误 的 过 程 以 判定 程序 在 加 工 某 个 
输入 带 时 是 否 将 停机 : 这 就 是 看 一 下 带 .， 程序 会 停止 当日 公 
当 带 王 有 哪怕 --- 单 个 的 1; 否则 程序 将 永远 运行 下 去 . 这 是 
停机 规则 的 一 例 ， 读 规则 用 于 下 这 一 特定 的 简单 的 程序 拟 扣 
工 的 任何 -- 组 数据 ， 

遗憾 的 是 ， 大 多 数 实在 的 计算 机 程序 较 此 二 为 复杂 得 多 ， 
并 且 简 单 看 一 下 程序 或 输入 带 ， 远 不 能 弄 清 楚 当 程序 着 手 其 事 
务 时 将 计算 何 种 类 型 的 攻 ， 央 根 结 底 ， 旭 果 我 们 顶 先 知道 厅 每 
一 步 程序 将 作 的 计算 ， 就 不 一 定 运行 该 程序 而且， 实在 程序 
的 停 步 规 则 几乎 总 是 … 个 隐 式 的 规则 ， 告 诉 像 “如 果 满 足 这 样 
那样 条 件 的 如 此 这 般 的 量 出 现 ， 则 停 正 ;否则 继续 计算 "， 停 
机 问题 的 本 质 是 问 是 否 存 在 任何 有 效 的 工作 过 程 ， 能 够 用 于 :得 
序 及 其 输入 数据 ， 以 事先 告知 我 们 该 程序 的 停机 条 件 是 否 会 被 
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满足 . 在 193 年 ” 度 允 图 个 机 定理 : 劳 水 逸 地 解 凑 卫 这 一 下 
题 . 


停机 定理 ” 洽 以 -- 任 意 的 图 灾 机 程序 P 和 一 组 任意 汐 输 
入 数据 I， 不 在 在 单个 的 图 灵机 程序 、 它 在 有 限 多 步 后 停机 
并 告诉 我 们 是 天 会 结束 输入 数据 了 的 加 工 . 


图 灵 一 丘 奇 论题 


et 用 特 计 算 的 概 企 襄 在 了 一 个 坚实 的 烙 光 

， 使 我 们 能 够 从 含糊 的 、 直 党 的 有 效 过 程 的 是 筑 过 ; 齐 公 

全 二 的 数学 十 明 黎 定义 的 算法 概 全， 所 实 上 ， 图 从 的 人 人 作 ， 

与 美国 户 辑 学 家 4 1 柯 【1&lonzn Chureh) 的 二 作 - 一 起 ， 沁 上 成 
了 现 夺 和 栎 件 “ 图 闫 -让 寺 论题 ”的 寺 砚 . 

多 总 一 奈 调 这 贱 的 办 容 存 不 于 它 的 六 述 洁 言 : 目 ， 即 任 谨 的 
能 够 计算 的 链 可 以 和 记 当 的 图 有 旭 机 玉 计 算 ， 这 一 说 法 之 所 1 二 称 
作 论 题 作 不 是 定 如 ， 基 并 为 它 实 陈 上 是 二 其 证 明 的 的确， 在 
性 质 王 多 更 客 的 号 个 定 艾 ， 或 彰 建 席 ， 棍 议 我 们 锣 成 将 进行 
一 项 计算 的 非 形 瑟 的 概念 同 风 六 机 的 形 下 的 数学 概念 等 | 起 
来 ， 碍 为 形式 地 说 .有 吉 下 的 图 灵 -: 一 后 奇 论题 ， 


灵图 一 丘 奇 论题 堪 一 个 有 效 的 这 程 都 是 可 以 通过 在 
UTM 上 运行 适当 的 经 订 来 实现 的 . 


为 于 更 为 有 方 由 将 完成 一 项 计 和 所 阿 ~ 图 关机 的 运行 村 靠 
问 这 一 点 ， 在 图 灵机 生字 机 {不 知 还 有 没有 人 仍然 使 用 这 样 的 
东西 ?) 之 间作 - -类 比 是 存 葵 的 . 像 图 总 机 一样， 打字 机 由 是- 种: 
箱 单 的 装置 ， 用 人 它 可 以 将 -系列 字符 打印 亦 -- 张 潜在 地 无 穷 长 的 
纸 上 .， 和 子 外 也 员 有 有 限 多 个 状态 ， 这 可 以 旺 : 大 写字 母 和 小 叶 
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字母 ， 红 的 或 者 黑 的 笃 带 ， 不 同 的 字符 头等 等 ， 但 尽管 有 这 些 限 
制 ， 任 何 打 字 机 都 可 以 用 米 打印 《 坎 特 布雷 故事 集 》W，《 爱 响 丝 
漫游 奇 境 i 记 》% 或 者 任何 其 他 的 字符 串 、 当 然 ， 也 许 需 要 乔 中 或 
者 刘易斯 ' 卡 桨 尔 起 首 告 诉 机 器 做 什么 .反正 能 做 ， 类 似 地 ， 也 评 
需要 一 个 非常 熟练 的 程序 员 去 告诉 图 刀 机 如 向 求解 困难 的 计算 问 
题 . 然而 ， 图 兴 一 二 奇 论题 提 出 ， 基 本 的 模型 一 一 图 灵机 一 一 对 
于 每 一 种 类 型 的 通过 一 项 计算 可 完全 国 答 的 问题 是 是 够 的 . 

有 一 点 或 许 没 有 逃 过 读者 的 注意 ， 这 就 是 图 灵机 在 着 于 完 
成 一 项 计算 时 所 采取 的 动作 ， 同 数学 家 在 使 用 一 系列 逻辑 推理 
证 明 一 个 定理 时 所 取 的 步骤 这 二 者 之 间 ， 存 在 着 一 种 十 分 明显 
的 类 似 ， 于 是 现在 我 们 将 注意 力 暂 时 从 计算 移 向 纯粹 的 逻辑 ， 
目的 是 证 明 它 们 实 昧 上 是 同一 个 东西 . 


形式 和 内 容 


在 1928 年 在 意大利 波 隆 那 举行 的 国际 数学 家 代表 大 会 
《ICM) 期 间 ， 负 有 盛名 的 德国 数学 家 大 工 ' 希 尔 伯 特 中 提出 了 
一 项 挑 成 ， 此 事 以 后 决定 性 地 永远 改变 了 我 们 关于 在 逻辑 上 上 可 
证 明 的 和 实际 上 真实 的 这 二 者 之 间 的 联系 的 思考 方法 . 

在 希 尔 伯 特 1928 年 的 讲演 中 极为 重要 的 是 ， 是 否 可 能 证 
明 每 一 个 真实 的 数学 陈述 的 问题 ， 希 尔 伯 特 寻求 的 是 一 种 有 能 
力 解决 每 一 个 可 能 的 数学 陈述 的 租 值 机 ， 只 要 在 一 端 馈 入 陈 
述 ， 转 动 曲 柄 ， 在 另 -- 端 就 拍 的 -- 声 出 来 了 答案 : 真 或 假 ， 理 


人 译注: 14 世 经 英 周 诗 人 乔 征 【Geoffrey Chaucer) 的 代表 作 . 

四 译注: 英国 数学 家 和 逻辑 学 家 CL 道奇 森 《Charles Tatwidge Podg- 
son，1832 ~ 1898) 以 笔名 “刘易斯 : 卡 洛 尔 ”[Lewis Carroll) 所 发 表 的 一 部 著 
名 童话 . 

加 ”译注 ，David Hilbhert ，18621.2.3 ~ 1943.2.14， 德 国 数 学 家 
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想 地 ， 在 这 - - 些 乡 十. 序 来 的 陈述 将 或 者 是 一 个 真实 的 数 党 事 
宫 ， 并 因此 是 从 给 定 的 季 设 可 以 按 蚂 辑 推出 的 ， 于 是 成 为 ” 定 
理 ， 或 者 它 是 河 误 ， 井 炳 之 本 且 定理， 也 就 是 说 ， 它 的 再 知 将 
为 一 定理 . 简 产 之， 第 东 拍 特 的 真 盾 机 将 给 出 每 -个 可 能 的 数 
学 论断 全 体 的 -个 完 休 的 报告 ， 在 他 的 波 隆 那 瘟 说 中 ， 和 希 人 色相 
特 设计 了 要 这 样 … 个 织 什 机， 或 者 更 为 引经据典 地 称 公 弄 化 
的 、 或 者 形式 的 、 冰 辑 交 系 统 ，。 同 时 坚信 和 提 的 全 究 “项 划 ” 将 
最 终 产生 全 部 数字 的 一 囊 完 全 的 公有 埋 化 . 

闻 这 项 对 数学 并 的 挑战 一 起 ， 希 尔 们 特 再 讼 强调 他 在 旺 员 
的 于 1900 年 在 巴黎 举行 的 一 次 JCYM 上 所 提出 的 其 他 同 题 上] - 
个 不 同 的 方面 ， 抱 着 未 解 决 的 问题 是 任何 痹 力 活 动 锁 域 半 上 Ei 功 
为 的 信念 一 一 并 瑟 帮 为 世纪 转换 的 标志 一 一 希 尔 伯 特 列 出 
23 个 问题 ， 他 认为 它们 的 解决 对 数学 的 发 展 具 有 核心 的 重要 
性 .这 个 问题 单 中 的 第 -个 问题 涉及 到 证 明 数 学 推理 是 可 丰 及 
的 ， 换 人 筷 话 说 ， 按 昭 数 党 推理 的 规则 ， 人 人 们 应 当 不 会 得 出 相 磺 
逆 盾 的 陈述 ;一 -个 命题 及 上 其 反面 二 堆 不 应 当 都 是 定理 .当然 ， 
这 种 月 致 福 的 要 :及 ， 对 于 希 尔 伯 特 想 要 引导 到 逻辑 上 一 - 禾 的 
持 果 的 那 种 会 埋 化 系统 的 任何 -- 人 个， 都 是 一 项 必 归 菜 件 ， 必 | 为 
在 很 义 以 前 ， 旦 时 上 上 多 德 就 已 经 正明 、 站 果 系 统 是 不 一 化 上 的 ， 
历任 人行 瞩 言 都 司 以 随 我 们 的 意 耕 证 明 它 是 真 的 或 次 假 的 . 这 对 
于 任何 种 类 的 可 信和 的 诏 识 ， 不论 是 数学 达 是 其 他 的 ， 可 涉 是 一 
个 可 靠 的 基 而 ， 

三 希 汞 伯 特 的 没 隆 那 演讲 之 后 不 到 二 年 ， 年 青 的 奥地利 好 轩 
学 家 证 德尔 通过 发 天 . 税 革 命 性 的 论文 而 令 数 学 界 惊 乙 ， 该 论 
京 将 希 尔 伯 特 最 为 光 间 实现 的 梦想 变 成 了 最 为 可 怕 的 垩 禁 .， 量 德 
尔 在 他 1931 年 的 沦 交 路， 证 明了 存在 真实 的 但 却 不 能 证 明和 的 数 党 


本 详 注 :Kur Goede ，] 人 5.4.28 ~ 1978.1.14， 美 籍 奥 地 利 数 举 家 、 让 
辑 学 家 ， 
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陈 壕 - 用 较为 平淡 无 奇 的 话说 ， 在 能 证 明 的 和 真实 的 二 者 之 间 存 


在 -个 永恒 的 无 法 海通 的 鸿沟 ， 为 全 部 数学 建立 -一 个 公理 化 在 架 
的 想法 -- -一 希 尔 伯 特 作为 数学 的 一 个 首要 的 月 标 而 发 表 一 一 是 可 
德尔 对 让 明 的 攻击 的 出 发 各 这样 我 们 用 了 -一 点 希 尔 伯 特 为 2: 理 
化 数学 真理 的 规划 的 背 鞭 ， 来 开始 我 们 的 破 事 . 

希 尔 伯 特 相信 ， 消 陈 让 数学 中 出 现 像 “ 这 个 名 于 是 错误 物 ” 
(也 就 是 说 ， 前 后 不 -- 敏 的 ) 这 样 的 性 论 的 可 能 性 的 方法 ， 是 全 造 
一 个 实质 上 “没有 意义 ”的 、 纯 粹 语法 的 框架 ， 在 其 中 去 说 数学 
陈述 的 各 理 或 洁 误 .这 将 基 一 -个 这 样 的 框架 ， 在 其 中 数学 陈述 全 
是 用 纯粹 抽象 的 符号 来 表示 的 ， 这 些 符 导 除 了 在 框架 本 身 中 弄 定 
立 所 给 予 它们 的 意义 外 没有 其 他 的 内 在 意 文 ， 这 样 的 框架 现在 称 
作 形 去 系 统 ， 它 为 数学 址 界 中 在 能 够 证 明 的 和 实际 上 是 真实 的 一 
者 之 启 的 差距 的 研究 ， 构 建 了 历史 性 的 出 发 点 . 

这 第 符号 家 相 作用 天 区 的 中 寻 ， 四 生理 生生 的 人 加 刘 全 四 

， 这 些 符 号 常 称 作 该 系统 的 字母 ， 而 系统 的 ”通常 称 为 
符号 符 导 可 凡是 像 丰 、 妆 ， 和 ) 于 这 样 的 东西， 二 者 它们 其 
至 可 以 是 像 0 和 1 这样 的 记号 ， 代 是 在 后 一 -种 情况 ,绝对 征 去 
的 是 要 认识 到 我 们 现 坦 不 是 在 谈论 数 D 和 和 1， 而 只 是 元 码 和 和 和 
1，、 呈 有 当 这 些 符 号 被 赋 以 数 的 意义 时 . 它们 才 效 得 通常 柯 数 
0 条 工 联系 在 一 起 的 性 质 . 我 们 会 很 快 回来 仔 组 地 讨论 这 个 何 
题 的 .在 形式 系统 中 ， 这 些 符号 串 中 的 有 限 个 被 称 作 系统 的 公 
理 ， 完整 的 形式 系统 还 到 有 有 限 密 条 变换 规则 ， 或 者 通常 所 称 
的 逻辑 推断 规则 .这 些 规则 规定 ， “个 缩 定 的 符 叶 串 训 全 能 转 
变 为 一 个 新 的 符号 申 . 

在 于 系 统帅， 过量 的 一 般 概 念 全 从 公理 之 开始， 信用 
变换 的 一 个 有 限 序 州 ， 将 此 公理 转变 为 --- 个 接 -个 的 新 审 ， 这 
里 每 个 出 或 者 是 系统 的 己 给 定 的 公理 之 . -， 或 者 是 从 其 及 而 的 
串 用 变换 规则 推导 出 来 的 ， 这 样 的 序列 中 的 最 后 的 趾 称 作 系统 
的 定理 . 所 有 年 理 的 全 体 构 成 系统 的 可 证 明 物 ， 然 而 要 小 心 注 
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意 ， 这 些 所 谓 的 陈述 实际 上 没有 说 任何 东西 ; 它们 只 是 此 抽象 
符 导 串 ， 我们 过 一 -会 儿 就 来 谈 这 些 定 理 如 何 闭 得 意义 ,但 首先 
通过 - -个 简单 的 皇子 看 看 这 - -结构 如 何 工 作 . 
假设 我 们 的 系统 的 全 部 符号 是 址 【 星 号 )、 喇 【 瑟 尔 地 十 

字 ) 和 站 (旭日 号 ) 一个. 设 二 元 碌 串 江 状 是 系统 的 唯一 愧 公 
理 ， 设 * 代表 星 导 、 上 于 芭 和 地 日 号 的 任意 一 个 有 限 捉 ， 系 统 
的 变换 项 则 取 作 ; 

却 见 |]: 办- -+r 办 六 

tl: Rx rx 

记名 用 针尖 类 一 一 一 六 


规 风 和 具 : z 总 寅 1 一 

在 这 些 规 刚 中 ，-* 意 指 “ 被 更 换 为 ". 例 如， 规则 了 表示 我 们 
可 以 通过 深 加 -个 旦 弛 于 任意 的 只 坦 日 号 结尾 的 电 曾 形成 新 
串 ， 规 则 下 的 解释 是 任何 时 候 若 两 个 坚 呈 相连 出 卉 在 -个 申 
中 ， 则 去 掉 此 二 导 民 凡 形成 新 串 ， 现 在 我 们 看 看 这 些 规则 如 何 
能 上 用 来 设 明 -个 定理. 

从 单个 公理 王 馈 开始， 我 们 可 以 通过 按 下 列 次 序 使 用 裤 换 
彼 风 市 推 芝 出 串 嘲 友 濞 注 -个 定理 ， 即 


- 
【公理 ) (起 则 且 ) 《规则 ] ) 《规则 堆 ) 

这 样 的 落 怠 序列 ， 从 公 寺 开始， 结束 于 陈述 如 民 畜 焰 ， 称 为 用 
些 序 列 中 最 后 的 串 所 去 述 的 定理 的 证 明 丘 列 ， 注意 在 最 后 - : 步 
使 用 规则 也 时 ， 可 以 从 前 一 由 中 更 换 后 一 个 洛 而 不 是 前 三 个 ， 
办 而 结 来 于 定理 刻 洁 均 、 代 蔡 嘲 克 闷 ， 敏 感 的 读者 也 将 注意 
旬 ,， 在 从 会 理 向 定理 的 移动 中 所 得 刘 的 中 间 串 医 以 错开 头 ， 从 
该 系统 的 公开 和 变换 规则 的 作用 可 以 十 分 明显 地 看 由 ， 拇 -个 出 
都 会 有 这 一 性 质 ， 这 是 该 系统 的 .一 项 元 才学 性 质 ， 队 为 它 是 一 项 
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关于 该 系统 的 ， 而 不 是 在 系统 本 身 中 造 册 的 陈述 ， 在 系统 能 从 兵 
内 部 〈 它 的 串 ) 表达 的 和 我 们 关于 系统 从 外 部 《〈 串 的 性 质 } 能 说 
的 这 一 者 之 问 的 莽 别 ， 对 于 哥 德 尔 的 结 嘛 是 极端 重要 的 . 

将 -一 个 图 灵机 程序 的 全 部 作用 ， 同 我 们 刚才 闵 历 的 使 用 -- 
个 形式 系统 的 变换 需 则 的 全 部 操作 作 攻 较 ， 人 们 可 以 说 在 这 二 
者 之 间 没 有 本 质 的 差别 ， 冲 情 也 上 正 呈 这 样 . 表现 图 灵机 和 形式 
系统 之 间 的 守 美 对 应 的 结对 此 表 给 出 存 表 44.3 中 . 


妈 员 村 形式 么 统 
- 于 入 二 站 
党 型 粘 世 轩 
输 和 茹 所 必 惠 
驾 主 增 信 推 新 弥 央 
拾 出 定理 


表 4.3 图 灵机 一 形式 系统 对 应 


我 们 前 面 淡 及 希 尔 伯 特 的 闭 省 的 判定 问题 {Entschei- 
dungsproblem) ， 它 是 问 是 尘 存 在 任 们 的 算法 过 程 ， 用 以 判定 -- 
个 已 知 的 符号 串 是 或 者 不 是 某 特定 的 形式 系统 的 定理 . 使 用 表 
4.3 中 的 在 其 灵机 和 形式 系统 之 则 的 “局 构 "， 图 驳 能 将 涉及 形 
式 系统 中 的 定理 的 判定 问题 ， 翻 译 成 它 的 用 机 器 语音 的 等 价 的 
表示 .我们 已 经 看 到 这 … 计 算 等 价 物 就 是 停机 问题 . 它 的 否定 
性 的 解答 暗示 着 判定 问题 的 同样 的 令 人 诅 丧 的 答案 ， 因 为 大 约 
现在 你 正 想 间 的 是 ; 所 有 这 些 无 意义 的 符号 操作 同日 常 的 现实 
有 什么 关系 ?所 以 我 们 很 快 地 将 注意 力 从 形式 的 东西 转向 内 容 . 

我 们 如 何 从 形式 到 内 容 ， 答 案 可 用 一 个 字 给 出 : 解释 .我 们 
立刻 把 兴趣 集中 在 由 数学 事实 所 组 成 的 日 常 现实 的 一部分， 依赖 
于 所 考虑 的 数学 结构 的 种 类 【 鲍 如 ， 欧 氏 凡 何 ， 初 等 算术 ， 袜 积 
分 ， 拓 扑 学 等 等 )， 我 们 必须 准备 -- 套 字典 ， 用 它 能 够 将 组 成 那 - 
数学 结构 的 对 象 ， 像 点 、 雍和 数 这 样 的 东西 ， 同 我 们 想 用 来 表 乓 
该 结构 的 形式 系统 的 抽象 符号 . 串 和 规则 等 结 起 对 子 (也 就 是 说 ， 
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数学 进 界 
(请 义学 ) 
算术 


虑 式 址 界 
{ 语法 学) 


符号 和 中 


公理 和 学 典 二 => 几何 

推断 规则 分 析 

此 Ll 
定 哩 | 数学 其 理 


4.4 形式 此 界 ! 5 数学 世界 


解释 )， 借 助 这 一 字典 构成 步骤 ， 我 们 给 由 形式 系统 的 符号 组 成 的 
抽象 的 、 纯 粹 语法 学 的 电 ， 附 吉 以 意义 ， 或 者 语义 学 的 内 容 ， 此 
后 ,该 形式 系统 的 全 部 定理 就 可 以 解释 作 关 于 与 之 相 结 合 的 数学 
对 象 的 真实 的 陈述 . 图 4.4 显示 了 在 形式 系统 的 纯粹 语法 的 址 界 ， 
同 富 有 意义 的 数学 性 界 之 间 的 这 一 决定 性 的 区 别 . 

一 已 这 一 字典 写成 ， 并 且 相 关联 的 解释 建立 了 想来， 我们 
就 可 以 同 希 尔 伯 特 … 起 ,希望 会 在 数学 结构 的 真实 事情 同形 式 
系统 的 定理 之 问 ， 有 个 完美 的 一 -一 对 应 ， 不 严格 她 说 ， 硕 和 尔 伯 51156] 
特 的 梦想 就 是 找 -- 个 形式 系统 ， 在 其 中 每 -条 数学 真理 翻译 为 
一 个 定理 ， 以 及 反 过 来 ， 每 一 定理 解释 为 一 数学 真理 . 这 样 的 
系统 称 作 是 完全 的 ， 抽 日， 如 果 一 -种 数 掌 结 梅 是 避免 矛盾 的 ， 
那么 一 条 数学 真理 和 它 的 反面 应 该 永 不 能 双双 翻 详 为 定理 ， 也 
就 是 说 ， 在 形式 系统 中 双双 是 可 证 明 的 .这 样 的 其 中 没有 相互 
矛盾 的 陈述 可 被 证 明 的 系统 称 作 是 相 容 的 ， 人 掌握 了 这 些 切 步 的 
内 容 ， 我 们 给 于 可 以 来 描述 看 尔 从 特 的 规划 的 村 德尔 毁灭 . 


不 可 判定 
到 希 尔 伯 特 的 1928 年 波 隆 那 演说 之 前 ， 数 学 家 已 经 确立 


几何 命题 以 及 所 有 其 他 类 型 的 数学 断言 蓉 能 改 述 作 关于 数 的 断 
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人 
容 性 ， 电 就 是 说 ， 简约 为 自然 数 〈 正 整数 1， 中 
的 性 质 和 关系 . 这 样 问 题 就 变 为 给 出 入 “算术 的 理论 .也 
就 是 说 ， 一 个 形式 系统 ， 它 (1 可 有 限 描述 的 ，(2) 村 容 
的 ，{3) 完全 的 ， 和 和 (4) 足够 强 有 力 的 以 表示 关于 自然 数 的 
能 作 的 全 部 陈述 .于 可 有 限 模 述 的 这 -术语 ， 和 希 尔 人 特 的 意思 
是 不 仪 系统 的 公理 彻 航 则 的 数 昌 和 长 度 应 是 可 用 有 限 步 构建 
的 ， 而 且 系 统 中 每 个 可 让 明 的 陈述 一 -一 每 个 定理 -一 -- 应 当 能 以 
有 限 多 步 始 证 明 ， 这 一 条 件 看 来 是 足够 合理 的 ， 因 为 你 根本 不 
真正 拥有 一 种 理论 ， 了 除非 你 能 够 将 它 上 告诉 其 他 的 人 ， 并 和 且 如 打 
有 无 窒 多 杀 公 理 、 规 如 ， 和 /或 者 在 证 明 序列 中 有 无 穷 多 个 步 
又 ， 那 么 你 骨 定 做 不 到 将 它 告 沂 人 .、 

在 算术 的 任何 这 样 的 形式 化 方面 出 现 的 一 个 核心 问题 ， 甩 弄 
清 是 否 存 企 有 限 的 过 程 ， 用 它 能 够 判定 每 -一 个 算术 陈述 是 舱 理 或 
是 漆 误 . 于是， 入 如 和 如果 作 陈 述 “ 二 背 囊 之 和 是 偶数 "， 我 们 下 | 归 
一 个 有 限 的 过 程 一 一 本 质 上 是 一 计算 宙 程 序 ， 一 一 它 在 有 限 丛 步 
后 停机 ， 告 诉 我 们 比 陈述 在 某 个 足够 强 有 力 以 包含 通常 的 算术 的 
形式 系统 中 是 不 是 可 证 明 的 . 例如， 在 上 面 考虑 过 的 Et 一 去 ~ 半 
形式 系统 中 ， 这 样 的 兰 定 过 程 用 如 下 不 完全 明显 的 条 件 给 出 ， 即 
“一 个 串 是 定理 当 且 仅 当 {1) 它 以 出 开 头 ，(2) 串 的 其 余部 分 只 
由 友和 和 阁 组 成 ， 和 (3) 半 的 个 数 不 是 3 的 倍数 "”， 

硕 尔 伯 特 坚信 和 解决 上 述 的 迫切 问题 的 算术 形式 化 是 出 能 
的 ， 并且 他 移 波 隆 那 宣 计 向 国际 数学 界 提出 挑 研 导 找 或 建立 
它 . 但 在 1931 年 ， 在 和 希 尔 伯 特 的 波 隆 那 号 召 之 后 不 到 二 年 
可 德尔 发 表 了 下 还 的 元 数学 的 事实 ， 或 许 这 是 栗 进 纪 最 为 车 洗 
的 数学 《以 及 哲学 ) 结果 ， 


哥 德 尔 定理 一 一 非 形式 的 稻 述 算术 不 是 可 完全 地 形式 
化 的 . 
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记得 对 十 算 术 有 光 究 多 神 方 法 ， 可 在 -形式 系统 中 选择 一 组 
右 限 条 公理 和 推 基 期 央 、 议 便 试图 语法 学 地 来 陕 始 关于 数 乓 数学 
真理 ， 肯 德尔 的 结果 家 布 这 此 选择 中 流 有 一 个 能 够 过 转 : 不 存在 
也 不 可 能 存在 一 种 形式 系统 满足 希 尔 伯 特 的 规划 的 全 部 要 求 ， 简 
过 之 ， 不 存在 能 产生 出 关于 白 然 数 的 全 部 其 理 的 规则 ， 

在 得 出 他 的 算术 不 完全 性 的 证 明 过 程 中 .区 德尔 的 第 -个 
决定 性 的 观 饼 是 认识 硕 尔 人 . 特 的 如 下 油 察 的 重要 性 ， 即 一 个 数 
学 分 立 的 每 一 种 形式 化 . 其 本 身 就 是 -一 个 数学 对 象 ， 因 为 当 我 
有 说 我 们 “有 形 半 化 了 ”人 某 事 物 时 ， 所 指 的 是 我 们 已 筛选 了- 
个 数学 框 保 ， 和 在 其 中 谈论 我 们 想 归 形式 化 的 无 沦 什 么 东西 这 
样 如 果 我 们 建立 个 形式 系统 想 去 模 近 算术 的 真理 ,更 夫人 村 此 
形式 系统 就 可 以 不 仅 作 为 处 理 符 导 的 -组 雹 意识 的 规则 ， 轴 及 
也 作为 一 个 具有 数学 的 ， 也 就 是 语义 的 . 议 及 语法 的 性 抽风 对 
人 象 ， 来 加 以 研究， 具体 说 ， 由 于 哥 德 尔 的 兴趣 在 于 数 之 同 ! 的 关 
系 ， 他 的 目的 是 在 算术 日 身 中 表示 任意 的 中 在 包含 算术 的 形式 
系统 .和 甘 本 上 上， 这 涉及 到 说 明 如 何 将 关于 数 的 和 它们 的 美 孙 的 
任意 一 个 陈述 ， 用 数 自 对 的 -一 个 叭 -的 郊 来 编 量 ， 于 是 .并 德 
尔 所 发 现 的 是 -一 种 将 关于 自然 数 之 间 的 关系 的 全 部 陈述 ， 用 证 
是 这 同 -- 些 数 自 身 映 吸出 来 的 一 种 方法 . 

这 种 映照 方法 或 许 在 那 种 用 英语 字 来 谈 庄 户 的 普通 语 沾 广 
章 中 更 为 常见 ， 例 如 ， 我 们 用 字 来 描述 站 的 性 质 ， 像 它们 吉 名 
词 或 是 动词 ， 我 们 计 f 论 比方 说 . 论 疯 语 二 法 的 论文 的 结构 ， 论 
文 由 字 组 成 ， 用 美语 的 其 他 的 字 计 论 ， 这 样 一 :来 ， 在 贾 种 情况 
中 我 们 正 以 内 种 不 同 的 方式 在 使 用 语言 : (1) 作为 字母 符 导 的 
无 解释 的 果 的 集合 ， 核 照 语法 党 和 英语 语法 的 规则 和 作 处 型 ， 
(2) 作为 一 组 有 解释 的 电 ， 在 进行 讨论 的 上 下 文中 共有 莽 意 
久 。. 这 样 ， 关 键 的 概念 是 这 同 -- 组 对 象 可 以 以 两 种 十 分 不 辐 的 
方式 加 以 基 庶 ， 这 提请 了 那些 对 每 谈论 二 委身 的 亲 能 性 ， 顺 
便 ， 我 注意 到 学 全 相同 的 二 元 论 思 想 ， 适 用 于 在 每 个 牛 命 细胞 
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的 基因 物质 (DNA) 中 的 符号 及 其 解释 .DNA 链 上 的 核 戌 琢 
基 &，C, 0 和 了， 可 以 被 解释 作 建 得 重 己 质 的 指令 ， 每 一 种 
生命 组 织 由 之 得 以 形成 ， 或 者 可 以 没有 解释 而 简单 地 被 复制 ， 
例如 ， 当 DNA 在 细胞 分 裂 过 程 中 被 重复 时 就 是 这 样 . 哥 德尔 
发 现 了 如 何以 使 用 自然 数 作 表 示 来 玩 同 样 的 技艺 . 

为 了 考察 可 德尔 的 方法 是 如 何 运 转 的 ， 我们 考虑 如 在 罗 
素 和 怀特 海光 的 县 有 纪念 碑 意 关 的 论文 《数学 原理 》 
(Principia Hataematiae ) 中 见 到 的 符 导 鸳 苷 语言 的 有 点 儿 改 进 
的 文本 ， 这 一 简 缩 的 文本 超 开 -内 格 朱 《Ernest Nagel) 和 J， 
纽曼 {james R. Newman) 给 出 的 ， 在 这 一 小 型 的 寻 辑 语言 交 
本 中 ， 有 一 些 基本 的 标号 和 和 变量， 按照 哥 德 尔 的 方案 ， 候 设 让 
如 表 4.4 所 示 的 10 个 逆 辑 标号 ， 每 一 个 有 其 可 德尔 编 妹 数 . 
是 1 到 10 之 闻 的 一 个 整数 . 

除 基本 标号 外 , 《原理 》 的 语言 还 包括 逐 辑 变 元 ， 它 们 通 
过 标号 连接 起 来 . 这 些 变 元 在 应 用 中 分 具 三 种 不 同 的 特色 ， 表 
现 出 一 种 依赖 于 变 元 在 所 在 的 逻辑 表达 式 中 所 扮演 的 怡 当 角 芭 
的 层次 次 序 ， 某 些 变 元 是 数值 的 ， 意 为 它们 可 以 取 数 值 . 另 - 
些 变 元 可 以 用 整个 的 还 辑 表达 式 或 者 公式 来 置换 【命题 变 元 ). 
最 后 是 所 请 的 谓词 变 元 ， 它 表示 数 或 者 数值 表达 式 的 性 质 如 来 
数 、 桔 数 ， 或 者 小 于 等 ,. 《数学 原理 》 中 的 全 部 的 逻辑 表达 式 
和 可 证 明 的 关系 ， 都 可 以 用 这 三 种 类 型 的 变量 的 组 合 写 出 玉 ， 
且 这 些 变量 是 通过 逮 辑 标 导 连接 起 来 的 .对 于 我 们 的 《 床 理 》 
改进 文本 ,只 有 10 个 逻辑 标号 ， 尽 符 在 实际 情 帝 中 要 多 许多， 
在 《数学 原理 的 这 -- 缩 本 中 ， 青 德尔 的 数 化 系统 用 大 广 10 


硬汉 注 ， Bertrand Russell，1872.5.18- 1970.2.2， 直 20 屁 纪 沿 考 
卓著 、 影 响 识 还 已 想 家 之 --， 

图 ” 详 注 ，Alfred Nomh 员 hitehead，1861.2 .15 - 1947.12.30， 英 国 
数学 家 、 教 育 家 和 形而上学 家 . 


的 素数 作为 数值 灾 元 的 编导 ， 用 大 于 10 的 素数 的 平方 作为 命 
题 变 元 的 编 寺 ， 用 天 于 10 的 素数 的 立方 作为 请 讨 变 元 的 编号 . 


标号 将 德 东 章 义 
~ 1 否定 
VY 2 或 者 
> 3 部 果 -……… hn 
3 4 在 在 
= 5 等 于 
0 6 零 
S 7 尝 搁 的 后 淮 在 
8 标点 
) 9 标点 
A 10 标点 


表 4.4 基本 肖 辑 标号 的 哥 德 尔 数 化 
为 考察 这 -- 数 化 过 程 如 何 工 作 ， 考 虑 逻辑 公式 (x (x 


=sy)， 翻 译 为 明 所 的 英语 ， 读 作 : “存在 数 x 是 数 y 的 紧 接 . 


的 后 继 者 .” 出 于 * 和 * 是 数值 变量 ， 哥 德尔 的 编号 规则 规定 
赋 以 -rl1l，y- 一 13， 因 为 11 和 13 是 大 于 10 的 头 除 个 家 数 . 
会 式 中 的 其 他 符号 可 以 通过 用 表 4.4 中 的 对 应 关系 符 换 以 昂 而 
给 出 编号 ， 完 成 编号 后 产生 数列 18，4，11，9，8，11，5， 
7，13. 9 ， 这 是 通过 -个 符号 一 个 符号 地 迪 读 迎 辑 表 达 式 ， 
并 且 按 编号 规则 代 氛 适当 的 数 而 形成 的 . 这 10 个 数 的 序列 唯 
一 地 确立 此 一 多 辑 公 式 ， 伯 因为 数论 一 一 也 就 是 说 ， 算 术 - 一 一 
是 关于 单个 数 的 ， 而 不 是 数 的 序列 的 性 质 的 ， 所 以 人 们 想 能 用 
单个 数 以 一 种 无 靶 义 的 方式 来 表示 公式 ， 哥 德尔 做 到 这 一 点 的 
方法 是 取 前 10 个 素数 {因为 公式 中 有 10 个 符号 ) 并 将 它们 有 季 
起 来 ， 每 个 素数 的 军 次 增高 到 等 于 公式 中 相应 元 素 的 (5dal 
数 . 因为 前 10 个 素数 依次 是 2, 3. 5, 7,，11，13，17，19， 
23 和 29， 所 以 我 们 作 代 换 (一 238， 耻 一半，x 一 51， 等 等 上 
述 公 式 的 最 后 的 Gidel 数 则 是 


(Ix) (x =87) Ex Hx x Px x13 x 17 x 19 x 23'3 x 299. 
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用 这 种 数 化 方案 ， 寻 德尔 能 够 给 可 用 《数学 原理 》 的 逻辑 语 ,4 
表述 的 算术 的 每 个 陈述 和 陈述 序列 ， 部 各 附加 --- 个 唑 一 的 数 ， 
这 样 用 这 一 方案 ， 每 个 关于 自然 数 的 可 能 的 命 囊 都 可 以 表示 
作 自 然 数 本 身 中 的 … 个 数 . 申 此 打开 了 用 算术 考察 它 自 己 的 足 
理 的 可 能 性 . 

深入 的 润 察 和 深奥 的 结果 必然 依赖 于 能 立即 领悟 几 种 思想 
疝 的 联系 ， 在 站 德尔 息 理 的 证 明 中 ， 有 有 两 个 可 德尔 所 必须 同时 
思考 的 最 为 重要 的 概念 。 亲 德尔 数 化 足 第 一 个 ， 现 在 淡 第 二 个 
大 思想 ， 数 学 让 明 的 概念 代替 日 常 的 真理 概念 ， 以 及 阅 名 陈述 
的 逻辑 售 论 翻译 为 算术 的 陈述 ， 

困 找 着 希 尔 伯 特 的 屠 --- 类 逻辑 迟 论 ， 都 是 以 自 引 用 的 概念 
为 基础 的 ， 也 就 是 说 ， 它 们 全 部 包含 有 -- 些 陈述 是 引用 它们 自 
身 的 . 所 有 这 些 含义 双关 的 谜语 般 的 话 的 盘 祖 是 所 谓 的 说 谎 考 
悖 论 ， 它 的 一 种 文本 是 


| 这 个 句 子 是 错误 的 .| 


现在 看 这 为 什么 是 … 个 悖 论 ? 好 ,在 日 常用 语 中 说 “ 某 件 事 
情 ” 是 错 梁 的 ， 意 指 它 间 真实 不 相符 合 . 该 句子 说 它 是 错 湛 
的 .如 果 这 一 断言 不 符合 于 真实 ,那么 该 包子 必须 是 正确 的 . 
久 一 方面 ， 如 果 该 句子 正确 ， 这 意味 着 它 所 说 的 止 符合 真 淄 ， 
然而 这 一 正确 的 句子 说 它 是 错 的 ， 因 此， 该 甸子 必须 确实 是 错 
的 .这样 鞠 论 你 假设 此 句子 是 正确 的 或 者 是 错 深 的 ， 你 都 被 间 
和 医 出 相互 抵触 的 结论 ! 于 是 ， 此 为 说 谎 者 的 悖 论 ， 

哥 德 尔 想 要 做 的 是 浮 找 一 种 方法 ， 以 在 算术 的 框架 中 表达 
这 样 的 迟 论 式 的 自 相 引 用 的 陈述 ， 他 需要 这 样 一 个 陈述 ， 以 展 
示 希 尔 伯 特 的 论题 的 -- 个 例外 ， 该 论题 说 ， 所 有 正确 的 断言 酝 
一 个 形式 系统 中 都 应 是 可 证 明 的 ， 然 而 ， 像 说 谎 者 悖 论 这 样 汐 
陈述 涉及 到 真理 的 往 念 ， 某 种 为 逻辑 学 家 A. 塔 斯 基 《Alired 
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Tarski 半期 世 经 证 曲直 不 可 能 被 放 和 :个 形式 系统 的 对 居 之 
内 的 东西 ， 现 在 进入 六 德尔 的 大 思想 #2. 

绕 开 处 理 永 近 难 纪 解释 的 真理 兢 售 ， 肯 德尔 的 润 察 力 使 之 
想到 用 某 个 可 形 忒 化 前 东西 代替 “ 身 过 ”， 即 可 证 明 性 的 模 访 . 
于 是 ， 他 将 上 述 芍 说 汶 眶 悖 论 变 宽 为 嫩 德 箔 箱 于 


| 这 个 陈述 不 是 可 证 明 的 . ] 

这 个 名 于 当然 是 -- 个 甘 半 特定 的 “陈述 ”， 却 各 中 所 提 到 的 乾 个 陈 
述 的 自 相 引用 的 说 法 ， 然 而 ， 攻 德尔 用 他 的 数 化 方案 ， 能 够 用 一 
对 应 的 自 相 车 用 的 用 算术 自身 的 请 训 开 述 的 元 数学 的 时 述 ， 来 
将 这 一 断言 编导 ， 现 在 磊 着 这 一 -映照 法 的 丈 辑 结果 看 下 二 . 

如 果 笃 清楚 了 所 引用 的 陈述 是 可 证 明 的 ， 那 么 据 哥 德 轨 : 的 真 
理 同 证 明 的 相等 各， 该 陈述 必须 是 正确 的 ， 因 此 ， 它 所 说 的 必须 
是 正确 的 ， 和 在 它 所 说 的 是 它 不 是 可 证 明 的 . 结 时 ， 液 陈述 户 总 它 
的 反面 二 者 都 是 可 证 明 的 ， 这 暗示 子 在 证 时 的 逻辑 方案 中 的 一 种 
不 相 容 性 ， 另 - -方面 ， 妇 保 所 引用 的 陈述 不 是 可 证 明 的 ， 剧 么 情 
况 的 确 如 它 所 断言 的 ， 也 就 是 说 ， 该 陈述 是 正确 的 ， 但 不 可 证 明 
的 ， 这样 一 来 ， 就 有 了 - -个 真实 的 陈述 却 是 不 丰 证 明 的 ， 这 暗示 
着 我 们 正在 使 用 来 证 明 陈 述 的 形式 系统 是 不 完全 的 ， 

证 作 哥 德尔 所 证 明 的 是 如 和 何 将 闻名 的 自 相 引用 的 陈述 ， 翻 
泽 成 数学 家 们 为 了 证 明 算 术 阵 述 所 接受 的 形式 系统 以 内 的 等 价 
的 陈述 . 这 意味 状 将 我 们 刚刚 引出 的 甘于 不 和 容 性 和 不 完全 性 
的 逻辑 结论 ， 应 用 于 数 的 整个 数学 设施 上 . 这 样 -… 来 ， 姑 办 用 
于 算术 的 形式 系统 是 相 容 的 ,那么 它 必 然 是 不 完全 的 . 

可 德尔 能 够 证 时 ， 对 于 任 北 的 相 容 的 形式 系统 ， 又 幢 侣 蝇 有 
力 使 之 能 表达 普通 算术 的 全 部 陈述 的 话 ， 这 样 的 哥 德 尔 句子 必定 
存在 ; 从 而 ， 此 形式 化 必然 是 椒 完 全 的 .基本 意思 就 是 在 每 一 个 
相 容 的 而 又 足 够 强 有 力 至 可 表达 整数 息 的 所 有 的 关系 的 形式 系统 
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中 ， 都 存在 一 个 陈述 是 不 能 用 该 系统 的 规则 证 明 的 . 虽然 如 此 ， 
这 一 陈述 表示 关于 数 的 “个 真实 的 断言 .跳出 到 该 系统 外 可 以 看 
出 它 是 正确 的 ， 差 不 多 作为 一 个 旁 犁 ， 哥 德尔 也 证 明了 如 何 去 构 
造 一 个 算术 陈述 入， 它 般 详 成 元 数学 的 说 法 为 “算术 是 相 容 的 ”. 
然后 他 证 明 陈 述 A 不 是 可 证 明 的 ， 这 暗示 算术 的 相 容 性 不 能 通过 
使 用 任意 的 表示 算术 自身 的 形式 系统 而 建立 起 来 ， 将 所 有 这 些 不 
同 的 概念 放 到 一 起 ， 我 们 最 后 得 到 下 述 定理 . 


哥 德 尔 定理 一 一 形式 还 辑 报 述 ”对 算术 的 每 一 种 相 容 的 形 
式 化 ， 都 存在 在 此 形式 系统 之 内 不 是 可 证 明 的 算术 真理 ， 


由 于 通 向 哥 德 尔 的 令 人 吃惊 的 结论 的 步 又， 既是 逻辑 上 准 
处 理 的 ， 又 是 错综复杂 纠缠 一 起 的 ， 我 沿 着 表 4.5 中 的 路 线 ， 
综述 主要 的 有 标志 性 的 事件 . 


哥 德 尔 数 化 ， 发 展 一 种 编号 方案 .以 将 《 救 学 原理 》 的 每 -- 个 尔 辑 公 式 
和 证 明 序 列 翻译 成 基于 自然 数 的 一 种 “镜子 映 象 ” 式 表 示 的 陈述 . 


此 
说 谎 者 迟 论 : 用 “可 证 明 性 ” 拔 念 代 痊 “让 理 ” 概 念 ， 据 此 将 说 谎 者 
悖 论 翻译 成 断言 “这 一 陈述 是 不 可 证 明 的 ”. 


此 
森 逢 尔 句 子 : 证 明和 句子 “该 一 陈述 是 不 可 证 蜡 的 ”在 算术 的 每 一 种 
接受 的 形式 化 中 ， 都 大 一 个 算术 副本 ， 妈 其 哥 拍 尔 和 甸子 . 


y 
不 完全 性 ; 证 明 哥 磊 尔 句子 © 必须 是 正确 约 ， 但 却 是 不 可 证 明 交 如 
异 半 四 芭 统 为 相 容 的 话 ， 


不 可 避免 条 款 : 证 明 即 使 添 以 哇 加 的 公理 形成 新 的 系统 ， 在 其 中 尼 是 
可 证 明 的 ， 此 一 带 有 附加 的 公理 的 新 么 统 仍 将 有 其 自己 的 不 可 证 明 训 
哥 德 尔 句子. 

4 
相 容 性 ， 构造 一 个 算术 陈 诛 4， 断言“ 算术 晨 相 窜 的"， 证 明 这 一 算术 
陈述 不 是 可 证 明 的 ， 子 是 表明 竺 术 作 为 一 个 形式 系统 和 这 干 软 可 以 至 车 
能 证 明 它 言 已 的 相 窒 性 . 


囊 4.5 可 人 德尔 证 明 中 的 主要 步 野 


村 训 沁 表示 的 意义 现 察 入 微 的 读者 此 刻 会 注意 到 ， 在 图 名 的 
和 和 加 德尔 的 结 轨 之 加 的 引 人 广 意 的 类 亿 性 .但 对 于 那些 没有 注意 
到 的 访 者 ,我 昌 为 明确 地 详细 说 明 下 这 一 类似 性 ， 这 里 是 两 个 
结 末 的 复述 ， 它 报信 了 屎 两 个 定理 的 如 以 流 缩 了 的 本 质 ， 


哥 德 尔 定理 ”对 于 任何 导 在 解决 ， 也 就 是 说 ， 证 明 或 者 反 
证 明 痉 林 的 所 有 的 陈述 的 丰 窗 的 形式 系统 已 ， 存 在 -- 个 年 术 
命题 ， 它 在 该 系统 中 可 以 既 未 被 证明， 也 未 被 否 证 ， 因 此 ， 形 
式 系 统 下 是 不 完 会 的 . 

惊 机 定理 ”对 于 任意 旨 在 解决 所 有 的 图 灵机 程 庆 停 机 臣 者 
不 停 抽 问题 的 图 灵机 程序 百 ， 存 在 程序 P 和 输入 数据 1， 使 得 
程序 万 不 能 确定 尹 在 加 工 数 据 了 时 是 否 会 停机 


全 按 这 一 方式 并 排 地 询 出 后 ， 我 想 ， 显 而 易 见 ， 停 机 定理 疝 直 


就 是 用 计算 机 和 程序 的 本 语 代替 用 逮 辑 演绎 系统 的 语言 来 才 述 . 


的 哥 德 尔 定理 ， 

停机 问题 的 贱 叉 解 和 停机 问题 同 希 尔 伯 特 的 判定 问题 的 等 价 
性 ， 与 在 图 灵机 和 形式 杀 统 之 间 的 是 洁 的 对 应 一 起 ， 便 我 们 能 得 
1 结论 说 ， 不 存 全 图 其 机 程 序 能 给 出 全 部 的 真实 的 算术 陈述 . 

丁 德 泉 的 结果 表明 ， 存 在 关于 数 的 陈述 ， 我 们 能 看 出 它 是 
正确 的 ， 一 一 但 却 不 能 通过 按照 逻辑 推理 步骤 来 证 明 它 ， 换 名 
话说 ， 没 有 单 全 -组 规则 能 为 关于 数 的 所 有 可 能 的 证 确 陈述 作 
出 巧 辩 ; 息 理 是 严格 天 于 证 明 的 . 某 些 哲学 家 已 在 拿 这 一 点 点 
说 人 人 类 短 力 以 某 种 片 法 超越 演绎 推理 的 力量 .从 这 里 得 出 我 们 
水 远 不 能 创造 出 有 等 于 人 类 智慧 的 能 力 的 计算 机 的 结论 只 述 差 
一 小 步 ， 因 为 计算 机 号 它们 所 能 产生 的 真理 ， 完 爹 等 愉 于 近 一 
形式 的 还 辑 系 统 的 规 虽 所 能 得 出 的 著 些 东西 ， 玩 在 对 这 一 友 对 
有 智力 状态 各 考 而 恰 如 你 和 我 …- 样 的 机 器 的 哥 德 尔 论据 ， 作 
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一 较为 产 格 的 考察 ， 


制造 智慧 


1950 千 ， 疼 灵 发 表 了 沦 文 : 《计算 机 和 智力》fComputing Wa- 
chinery and iefisenre)， 它 引 发 出 一 场 准 论 .激烈 地 进行 到 今 夫 . 
辩论 的 问题 感 ， 机 器 会 思考 蚂 ? 图 灵 的 论 交 除了 在 引起 对 机 器 知 
力 的 注意 方面 碾 起 的 重要 作用 让， 也 因 引 入 了 -- 种 操作 试验 以 剂 
定 机 器 是 否 真 在 总 考 -一 - 以 人 类 的 方式 ， 而 值得 注意 ， 这 -判定 
标准 ， 现 称 作 图 灵 试 验 ， 本 质 上 是 满不在乎 的 行为 二 头 的 ， 雄 免 
会 使 机 器 南 骗 人 类 质 疝 者 ， 使 之 仅仅 基于 机 器 所 做 的 ， 完 全 忽 疝 
它 的 材料 结构 ， 以 及 特 中 是 它 如 何 做 它 所 做 的 ， 春 认为 它 真 的 是 
人 . 辆 半 担 出 他 所 称 的 “ 民 仿 对 策 ” 的 禁 本 理由 是 .我 们 为 了 革 
定 别 的 人 是 否 正在 思考 ， 唯 -- 的 方法 是 观察 他 们 的 行为 ， 如 果 这 
一 标准 足以 判定 人 是 否 在 轧 普 ， 那 么 公平 地 对 待机 回 ， 就 只 能 芭 
这 一 标准 对 于 它们 也 是 足够 好 的 . 

在 1991 年 11 月 8 HH， 波士顿 计算 机 博物 馈 举 行 了 世 欠 第 
一 次 亲历 实习 的 图 灵 试 验 ， 在 试验 中 右 8 个 程序 问 人 类 调查 并 
就 一 限定 范围 的 话题 父 谈 , 话题 包括 女人 的 衣着 ， 亲 六 关系、 
以 及 和 白兰 地 酒 等 ， 在 那 -天 结束 时 ， 裁 判 将 -等 奖 要 予 称 作 
PC Therapist 阴 的 程序 ， 它 是 设计 来 出 一 种 难以 预料 的 毫 无 特 
别 内 容 的 会 话 同 它 的 提问 者 对 阵 的 ， 为 了 以 例子 说 明 这 样 的 得 
序 所 生成 的 那 种 对 话 ， 王 面 给 出 另 - 一 个 选手 ， 程 序 Good Mood 
与 其 质询 者 之 一 交谈 的 片上 新， 这 一 程序 是 为 一 个 电子 心理 分 村 
者 设计 的 .Good Mood 以 间 质 询 者 说 “或 许 你 没有 从 你 亲属 中 
的 伙伴 那里 得 到 足够 的 爱 ” 来 开始 谈话 质询 者 阿 问 : “在 茶 
局 中 为 了 防止 冲突 或 问题 ,最 重要 的 因 案 是 什么 2?” 机 器 的 应 
答 是 “我 想 你 不 认为 我 在 思考 ". 

这 一 类 交谈 没有 怎么 欺骗 裁判 ， 人 人 包 数 裁判 说 他 们 能 够 认 
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出 根源 在 于 缺 泾 归 常 的 带 识 而 导致 的 错 训 、 而 育 接 从 展示 乔 出 
人 控制 的 终 剃 上 的 记 管 指出 这 些 计 算 机 程序 . 虽然 如 此 ， 以 这 
-历史 性 的 实验 得 出 的 拔 的 结论 或 许 是 ， 隐 六 试验 不 是 如 很 多 
人 原来 所 想 药 的 那样 腿 难 ， 国 为 在 这 次 兖 赛 中 即使 幼稚 的 税 序 
在 大 多 数 时 间 也 向 骗 了 某 些 裁判 ， 当 人 然 ， 我 们 应 当 记 住 这 不 足 
一 次 真正 的 图 愉 试 验 ， 因 为 会 话 的 范围 是 产 格 地 限制 的 ， 作 它 
仍 是 一 个 相当 好 的 最 初 的 近似 . 

图 巡 试 验 表 更. -个 第 .三 者 对 人 类 智力 的 方方面面 的 现 察 ， 
包括 站 在 系统 之 外 ， 代 仪 通过 观察 机 器 的 行为 输出 来 漳 亚 机 避 
的 拘 人 类 那样 的 钾 力 ， 该 试验 对 于 机 器 的 内 部 构造 ， 它 的 称 序 
如 和 何 做 成 ， 加 并 单元 的 构造 ， 或 它 的 材料 成 分 等 什么 也 没有 
说 .在 图 泥 的 智 万 观 和 中， 只 计 外 部 观察 到 的 行为 红 如 昌 你 的 
行为 像 我 f-- 样 ， 孝 你 就 是 思考 机 器 . 

在 1989 年 ， 球 论 物理 学 家 上 归 杰 ' 茧 风 塞 4 出 版 了 “名 之 
的 新 脑 》 CThe gmporor's New Hind) -村 ， 书 的 中 心 论 刀 是 大 
类 的 智慧 有 能 力 超越 理性 思维 ， 所 以 永远 不 能 在 机 器 中 复制 出 
来 . 在 继续 讲 赴 去 :之 前 ， 先 让 我 证 明 -下 .我 们 正在 以 如 下 的 


生硬 的 登 尺 使 用 理性 个 维 这 个 术语 ， 即 追 省 一 组 规则 或 者 一 个 - 


算法 ， 以 重用 逻辑 演 话 推理 的 过 程 得 到 结果 . 这 同 将 理性 般 释 
作 局 利己 的 或 谍 愤 的 活动 相 联 系 的 日 常 的 、 经 济 学 的 解释 没有 
任何 联系 ， 这样 ， 彭 罗 赛 所 论 及 的 是 ,至 少 有 其 些 人 的 思考 过 
程 不 包括 追随 任何 类 型 的 规则 ， 他 六 归于 作为 大 类 意识 和 和 和希 力 
基础 的 大 脑 中 的 其 七 力 学 过 程 ， 以 一 种 激烈 的 忠 辩 虱 为 他 的 说 
法 辩护 . 彭 罗 塞 的 论据 中 的 一 :个 关键 的 组 或 部 分 基 池 德尔 的 结 
果 ， 该 结果 证 明 存 在 真实 的 等 术 陈 述 ， 它 是 人 类 知 划 能 知道 
的 ， 但 却 不 可 能 是 这 随 一 组 国定 的 规则 { 也 就 是 说 ， 一 个 计算 


人 涯 让 :; Roger Penrose，193] .$$ -~ ， 间 国 数 上 学 家 和 相对 诈 :学 
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机 程序 ) 的 所 得 结 染 ， 此 处 豆 罗 塞 赴 在 重 现 知 玉 由 牛津 朱 ' 学 家 
约翰 ' 户 卡 斯 (John Lucas) 在 1961 年 所 提出 的 攻击 路 线 ， 为 
了 稍微 里 好 - -点 地 理解 在 哥 德 尔 定理 和 展现 人 人 类 式 智力 的 执 吴 
的 可 能 现 限 之 癌 的 联系 ， 我 们 稍 蝎 认 丰 些 烛 察 一 个 成 为 卢 上 斯 
和 落 风 塞 一 大 的 说 法 的 基础 的 推理 链 ， 

妈 德 尔 的 定理 说 明 ， 任 何 合理 地 让 窗 的 形式 系统 都 是 不 完全 
的 ， 并 几 这 样 一 个 杀 统 的 相 容 性 不 可 能 在 系统 自身 中 证 明 ， 进而， 
在 图 灵 的 工作 中 我 们 得 乔 ， 形 式 系 统 和 机 器 ， 就 它们 按照 从 给 定 
的 鼻 设 有 还 辑 地 产 咎 其 确 姑 论 的 方式 所 能 做 的 而 言 ， 是 等 价 的 ， 因 
此 ， 计 算 机 服从 如 哥 德 尔 所 加 在 任何 形式 系统 上 的 相同 的 限制 
因此 ， 户 卡 斯 和 和 豆 罗 塞 利 由 这 一 事实 ， 跳 到 如 下 结论 ， 即 机 器 与 
生 侦 来 地 受 限 制 于 它们 盾 能 做 的 ， 并 且 ， 特 别 地 ， 存 在 着 智慧 知 
其 为 真 ， 但 机 器 却 不 能 让 由 的 陈述 .足够 有 意思 的 是 ， 岗 况 在 他 
1950 年 的 关于 思维 机 项 的 经 典 论 文中 ， 预 言 了 这 类 对 机 器 智能 的 
异议 ， 在 文中 他 回 管 说 ， 大 或 许 也 上 服 信 类 但 的 限制 ， 然 而 ，/ 卡 
斯 没有 被 图 灵 的 同 答 所 说 服 ， 共 在 他 1961 咎 的 题 为 《智慧 、 机 器 
和 架 德 和 处 》{ Minds ，Nachines ，and Gedel i 的 论文 中 ， 试 图 去 强化 
可 德尔 的 论证 以 反对 知 臣 是 一 种 机 器 的 观点 ， 

占 卡 斯 各 岁 蹇 二 淮 论 证 的 校 心 都 是 如 下 的 做 法 ， 通 过 站 
在 不 完全 的 、 相 容 的 形式 系统 之 人 外， 可 德尔 的 结果 暗示 人 类 能 
知道 存在 某 个 正确 的 得 却 不 可 证 明 的 陈述， 得 是 机 器 林 能 证 明 
这 一 事实 ; 因此 ， 太 能 胜 过 每 - -和 台 机 器 ， 央 为 这 样 一 个 正确 的 
但 不 下 证 明 的 陈述 对 每 一 分 机 器 者 存在， 进而， 假如 大 类 智力 
同形 式 系统 - - 模 一 样 ， 财 么 由 哥 德 尔 第 二 定理 ， 智 力 就 不 能 证 
明 它 自己 的 相 窑 性 .但 是 人 类 的 确 晰 襄 他 们 自己 的 相 容 忻 ， 因 
此 ， 智 力 肯 定 强 于 机 器 . 

正 旭 差 不 密 所 有 的 藻 学 辩论 那样 ， 反 对 卢 卡 斯 的 各 种 论 评 
蛋 以 他 所 给 坦 的 术语 像 机 器 、 相 容 性 ， 和 智力 等 的 精确 意义， 
以 及 以 交 持 他 的 结论 的 隐藏 的 假设 为 转移 ， 例 如 ，P: 员 纳 骞 
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拉 去 (Pau] Benacermraf) 指出 ， 卢 二 斯 过 分 限制 了 对 机 器 的 各 
法 ， 因 为 任何 能 够 自 寺 此 编程 序 的 机 髓 可 不 包括 在 哥 德 尔 的 论 
证 之 内 .进而 也 注意 到 ， 眶 卡 斯 假设 智力 是 相 容 的 . 事实 :， 
这 这 不 是 显然 的 ， 措 C'H' 囊 特 利 1C，H，Whidey) 所 构造 的 
下 还 悖 论 所 表明 的 那样 . 

考虑 句子“ 上 户 卡 斯 不 能 前 后 --: 致 地 斯 定 这 一 句子 "， 刻 长 
斯 不 能 断定 这 一 句子 的 真理 性 ， 即 使 他 能 清楚 地 看 出 它 是 走 
的 .为 介 么 呢 ?” 因 为 假如 万 卡 斯 能 断定 它 ， 那 么 此 事 会 损坏 他 
的 假设 的 相 窜 性， 因此， 或 者 有 某 件 事 卢 卡 斯 能 看 出 是 息 实 的 
但 却 不 能 断定 它 ， 或 者 他 是 不 相 容 的 ， 惠 特 利 作 结 论说 卢 卡 斯 
过 商 地 评价 了 人 类 ， 因 为 即使 有 一 不 可 证 明 的 陈述 . … 特 定 的 
机 器 不 能 断定 它 ， 人 类 电 总 是 不 能 做 到 . 

另 一 些 反 对 卢 卡 斯 的 论辩 说 他 在 应 用 肯 勒 尔 的 结果 中 在 偏 
差 . 例如 ， 哥 德尔 定理 仅 证 明 ， 机 器 WI 不 能 从 它 的 公理 和 按 
它 的 推断 规则 证 明 M 的 哥 德 尔 句 子 . 但 是 大 类 吞 为 也 不 能 证 
明 哥 德尔 包 于 ， 苟 少 不 能 通过 使 用 可 用 于 该 机 器 的 公理 各 推断 
规则 来 证 明 . 进而 ， 点 下 斯 来 表明 他 能 在 任何 机 器 中 找到 缺 
隐 ， 只 有 那些 机 械 师 能 够 建造 的 机 器 除外 . 这样 ， 在 为 这 - -对 
管 藉 、 机 器 和 和 人造 十 智 的 讨论 作 结 论 时 ， 昕 一 了 昕 亲 德 尔 本 人 关 
于 此 事 所 必须 说 的 ， 是 有 --- 定 意义 的 . 

址 同 的 是 ， 尚德 尔 辣 肯 隐 居 而 不 愿 为 人 所 知 ， 特 别 是 在 他 
的 上 晚年， 而 他 就 此 话题 仅 有 的 发 表 出 来 的 陈述 就 是 他 在 1951 
年 对 美国 数学 会 (American Mathematical society) 的 演讲 : 

人 类 智慧 没有 能 力 用 公式 表述 {或 者 机 械 化 ) 它 的 所 有 的 

数学 直觉， 亦 即 如果 它 成 功 地 用 公式 表述 了 它们 中 的 某 一 

些 ， 正 是 这 一 事实 产生 新 的 直观 的 起 识 ， 饮 如 这 一 形式 主 

义 的 相 容 性 . 这 一 事实 可 以 称 作 数学 的 “不 完全 性 "， 另 

一 方面 ， 在 运 今 吕 证 明 的 结果 的 基础 上 ， 仍然 可 能 会 存 在 

(并 且 甚 至 是 只 赁 经 验 部 可 以 发 更 的 ) 一 种 定理 证 明 机 器 ， 
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它 剖 实 上 是 汪 政 宇 直 觉 等 价 的 .所 不 能 稚 证 明 是 恕 此， 其 

圣 岂 不 能 被 想必 产生 有 限 性 数论 的 全 是 正确 的 定理 ， 

这 样 -~ 来 ， 菇 德 水 让 存在 定理 证 明 机 的 可 能 性 启 害 着， 并 二 其 
至 是 闽 认 或 许可 能 通过 只 赁 经 验 的 研究 来 发 现 这 样 的 机 器 ， 于 
是 ， 他 说 会 存在 -种 机 峰 ， 其 能 力 等 回填 人 类 的 数学 直觉 ,但 
它 的 程序 我 们 永 还 也 趟 会 理解 ， 虽 然 如 此 ， 我 们 也 许 有 能力， 
例如 ， 通 过 进化 来 便 了 导致 这 样 的 机 器 存在 的 条 件 ， 所 以 ， 太 
过 复 茶 以 至 不 能 设计 的 机 器 仍然 可 能 出 现 . 

随 问 关于 对 人 类 智 丰 来 说 过 于 复 条 以 至 不 能 设计 或 理解 的 程 
序 的 这 -陈述 ， 哥 德尔 要 求 我 们 直接 面 对 如 何 表征 各 如 何 户 基 一 
个 计算 机 程序 的 复杂 性 的 问题 . 这 -研究 已 导致 了 对 哥 德 尔 关于 
机 械 推理 的 局 昭 性 的 原 有 结果 的 新 的 和 深入 的 洞察 ， 这 些 新 的 结 
末 转 而 又 提出 了 一 系列 的 蜂 问 ， 是 关于 科学 本 身 作 为 在 现实 意义 
下 获得 “事情 的 筹划 ”的 一 种 方法 的 ， 所 以 我 们 将 注意 力 转 鲁 考 
虑 在 人 类 的 推理 到 达 其 极 中 之 前 可 能 得 到 多 么 “ 揽 杂 ”的 事情 


限度 就 是 可 数 无 穷 


几 年 以 前 . 《科学 美国 人 》 ( Scientific American ) 专栏 作家 
马丁 :加 德 纳 {Martin Gardner) 引入 了 在 “无 趣 的 ”和 和 “有趣 
的 ” 数 之 间 的 一 种 区 分 ,按照 加 德 纳 的 作 分 ， 有 起 的 数 是 杆 些 
其 有 某 种 特殊 的 样式 或 特性 ， 以 从 所 有 共和 他 的 数 分 离 出 米 的 
数 ， 另 一 方面 ， 郊 趣 的 数 是 所 有 那些 不 是 有 趣 的 数 的 数 ， 然 
后 ， 加 德 纳 通过 证 明 无 趣 的 数 不 可 能 存在 去 证 明 这 个 二 分 的 性 
论 性 质 . 他 的 论证 是 首先 将 整数 按 次 序列 表 ， 今 D 代表 此 虞 
中 的 第 一 个 无 趣 的 数 ， 然 而 正 是 D 是 第 一 个 光 趣 的 数 这 一 兴 
实 使 得 它 是 有 趣 的 ! 办 此， 不 可 能 有 无 趣 的 数 . 

打破 这 一 种 悖 论 怪 贸 的 一 种 方法 是 . 定义 一 个 数 是 有 趣 的 ， 
如 果 它 能 四 一 个 比 该 数 本 身 更 筑 的 《也 就 是 说 ,二进制 位 数 更 
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少 的 ) 得 序 来 计算 ， 这 秤 一 个 短程 序 将 导 括 该 数 的 某 些 可 扩 以 “ 
将 之 所 -- 般 的 数 中 发 缠 出 来 的 特别 之 点 ， 比 照 起 来 ， 无 趣 的 数 
和 将 是 那些 在 算法 上 涉 能 条 纺 的 数 ， 意 思 是 它们 没有 包含 … 种 样 
式 能 被 开发 用 来 减 作 它们 的 最 小 穆 序 的 长 度 . 称 这 样 的 “大 样 
式 的 ” 数 为 随机 的 让 合理 和 的， 显然 ， 数 的 大 多 数 在 这 一 意 关 上 
是 随机 的 ， 因 为 对 仁 意 的 n， 民 度 不 太 于 nn 个 二 进 制 位 的 数 ( 的 
数 是， 是 用 不 长 于 一 1 个 二 进 制 位 作为 共 较 短 措 述 的 数 的 个 数 
的 两 信 还 多 ， 这 屁 村 为 长 度 小 于 或 者 等 末 nr 个 二 进 制 位 的 数列 
好 有 1+2+4+…+2 个 . 这样 长 度 不 超 讨 m 个 - 进 制 位 的 艇 ， 
与 不 长 于 呈 -1 个 二 进 制 让 的 数 的 数 昌 之 比 址 

| 2+-- 1 

i1424+4+- +2"-1 2”" -i 

这 - -用 最 短 的 计算 机 程序 的 长 度 来 表征 -一 个 数 的 复杂 性 的 

思想 ， 是 由 GG- 柴 ] {Gregory Chaitin) 利 柯 尔 莫 责 党 夫 也 在 
1960 年 代 分 别 独 引入 的 ， 此 丁 稍 石 用 这 一 概念 证 明 过 垦 德 
尔 定 奋 的 下 述说 法 . 


哥 德 尔 定 理 一 一 盐 杂 性 的 从 述 ”对 然 风 平 所 有 的 数 部 是 随 
机 的 ， 伺 不 存在 形式 的 公理 系统 使 我 们 能 证 明 这 一 事实 . 


我 们 可 以 将 这 … 不 寻常 的 结果 更 为 明确 地 表示 如 和 下， 假设 
我 们 看 -个 形 式 系 统 ， 它 的 公理 和 推理 规则 乾 用 4 个 一 进 制 
位 来 表示 ， 也 就 是 说， 这 一 系统 的 莉 灵 机 程序 长 度 为 n 个 
进 制 位 ， 那么 这 一 系统 就 不 能 证 出 任何 比 = 个 - 一 进 制 位 更 长 
的 数 的 狂 机 性 . 为 什么 呢 ? 好， 假如 在 这 一 系统 中 有 一 -个 证 
明 ， 确立 一 个 实际 上 长 于 5 个 二 进 制 位 的 数 的 笋 机 性 ， 那 么 


学 注 ; Andro hobnorunm ，1903.4 25 -1987.10.20， 是 20 fl! 
最 有 影响 的 苏联 数学 家 . 
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我 们 语 有 一 个 n 位 的 程序 能 打印 出 这 个 随机 数 . 介 由 定义 ， 
该 数 的 随机 性 意味 着 不 存在 较 该 数 为 短 的 程序 能 产 千 出 该 数 ， 
于 是 得 出 予 盾 ， 它 表明 这 样 的 程序 根本 不 存在 .这 等 于 是 说 出 
了 如 下 的 颇 为 常识 性 的 事实 的 一 个 数学 证 明 ， 邯 你 不 可 能 从 一 
个 系统 得 到 比 你 放 到 系统 中 的 更 多 的 信息 ， 就 像 乔治 亚 理 工学 
院 (Ceorgia Tech .》 的 物理 学 家 J 福特 (Joseph Ford) 有 -次 
所 提 出 的 ,“ 一 个 10 磅 的 理论 产生 一 个 20 磅 的 定理 ， 这 不 会 
比 100 磅 的 孕妇 生出 :- 个 200 磅 的 孩子 更 有 可 能 ". {当然 ， 址 
特 在 这 里 是 说 的 旭 女 在 怀 着 她 的 末 出 生 和 孩子 时 的 体重 .) 


停 宙 概 率 


在 前 面 ， 我 们 通过 忙碌 海 狸 栈 数 和 阁 灵 机 对 策 给 出 了 不 可 
计算 的 量 的 例子 ， 柴 丁 则 利用 了 算法 复杂 人 性 的 概念 以 便 产 生 一 
个 这 样 的 数 的 莫 译 更 为 戏剧 性 的 例子 ， 他 称 作 只 全 欧米 秀 ” 
的 某 个 东西 ， 它 同上 面 讨论 过 的 停机 问题 密切 相关 . 紫 于 和 定义 
全 是 一 个 为 通用 图 灵机 随机 地 产生 的 程序 会 停机 的 概率 .此 处 
当 我 们 说 程序 是 “随机 地 ”产生 的 ， 意 指 无 论 何 时 计算 机 需要 
男 一 输入 位 ， 我 们 就 简单 地 兢 一 枚 会 平 的 硬币 ， 并 且 比如 说 当 
头像 同 主 时， 给 计算 机 -个 ] ， 当 硬币 出 现 反 面 时 给 以 0、 因 
为 表 4， 1 已 告诉 我 们 每 一 个 图 灵机 程序 都 代码 化 为 一 -个 一 进 
制 哩 ， 所 以 这 一 过 程 是 完全 合理 的 . 现在 假设 我 们 生成 了 大 量 
的 这 种 随机 程序 ， 其 中 的 每 一 个 跟 其 他 的 都 是 统计 地 独立 的 ， 
并 且 运 行 其 每 一个， 比如 说 ， 一 百 万 步 . 那些 在 一 百 万 步 之 前 
停 视 的 ， 同 那些 未 停机 的 程序 个 数 之 比 富 ， 构 成 数 吕 的 一 个 下 
界 . 如 果 将 步 数 从 一 百 万 增 至 无穷 ， 这 一 -比值 将 收 人 第 到 9， 

一 旦 UTM 的 专用 的 语言 规定 出 来 ， 量 人 0 就 是 0 和 1 之 同 


译注: 此 处 应 当 是 各 程序 的 总 个 数 之 比 . 
一 i72 一 


的 一 个 完全 确定 的 数 . 对 于 我 们 上 所 熟 办 的 都 些 种 类 的 程序 设计 
语 育 ， 如 像 Fonran， 世 或 省 Pascal，0 似乎 是 很 接近 于 !， 国 
为 一 个 用 这 些 语 点 也 - 随 册 地 生成 的 程序 ， 和 还 更 可 能 机 上 个 
语法 错误 而 立刻 突 淮 倍 止 ， 而 不 是 进入 无 穷 的 刹 坏 . 时 然 如 
此 ， 吕 以 证 蚌 吕 在 年 尖 的 几 位 数 宁 之 后 将 会 看 上 蝶 米 是 非常 陋 
机 的 . 所得 8 斌 计算 的 肆 沦 发 展 奋 后 起 令 人 人 感 兴趣 的 ,其 原 
因 在 于 它 以 -各 非常 紧 次 的 形式 将 人 么 机 问题 代 后 化 ， 例如、， 知 
道口 的 前 “不 一 进 制 数 字 就 能 够 解决 任 向 长 度 为 直到 于 个 一 
进 制 位 的 程序 的 企 机 呵 题 方法 如 二- 


第 序 仿 线 点 

< 和 第 全 权 咱 1 步 : 1 
臣 行 到 上 个 程 中 1 纱 ， | 
也 行 第 不 程 皖 埋 杰 1 未。 | 
开 r 第 4 个 得 序 1 财 ; 

古 行 第 3 让 种 皖 骨 委 1 步 ， | 
忆 行 第 1 个 程 译 再 元 1] 步 :，， | 
下 行 第 + 个 程 税 1 比 ， 


图 3.5 用 总 般 人 样机 站 是 


假 受 我 们 存 解 答 随 机 生成 的 一 个 特定 的 位 长 程序 PP 的 停机 
问题 ， 种 序 P 对 悄 于 -一 个 特定 的 m 次 硬币 投手 序列 ， 其 出 项 概率 
为 2-"， 如 果 记 停 碍 这 样 太 的 “个 概率 则 为 整个 停机 概率 0 的 

-部 分 .现在 邻 D。 呈 全 的 已 知 的 前 位 “ 进 制 数字 给 出 的 缚 . 
这 说 明 8 大 于 ,和 二 ++2"， 汪 是 ， 为 了 判定 各 订户 是 看 
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低 届 ， 我 们 开始 对 困 存 的 停机 的 程序 -- 一 不 管 建 长度， 作 系 统考 
的 搜索 ， 首 先知 行 一 个 程序 ， 然 所 送行 另 … 个， 运行 时 间 越 来 越 
长 ， 下 到 我 们 看 到 了 是 后 多 的 停机 程 他， 由 之 计算 册 的 下 例 数 大 
于 总 概率 的 部 分. 图 4.5 显示 了 这 个 一 般 的 和 想法. 然后. 户 
或 者 在 这 些 逻 今 已 停机 的 各 序 当中 ， 或 者 它 是 永 不 停止 的 .这 是 
图 为 它 的 往 机 将 振 高 总 概 窜 超过 其 岂 知 的 上 界 2, +2 

合 的 知识 不 得 可 忆 用 于 解 人 灌 宙 问题 ， 认 旦 也 癌 用 于 解 关 数 
学 中 多 很 多 商务 的 泌 末 证 明 的 畏 想 例如， 黄 备 的 黎 曼 2 假 


设 ， 断 言 黎 最 f 袁 数 的 所 有 0 点 都 在 复 平 面 的 直线 Rez = 3 
上 上 ， 这 等 价 于 断定 某 个 在 这 条 不 可 思议 的 直线 之 外 系统 地 搜索 


0 点 的 程序 将 永 椒 停机 ， 这 一 天 千 想 包 常 者 足够 简单 ， 使 得 本 
以 用 小 梨 序 的 售 样 来 将 巨 们 编码 ， 六 后 洲 小 各 序 一 般 其 长 谋 不 


超过 几 千 个 一 进 制 全， 站 果 是 ， 我 一 :能 品 解 下 中 有 有 这些 猜 妃 . 
只 要 我 们 知道 Q 的 前 JL 玉 位 二进制 数 子 句 行 . 
这 一定 整 的 论证 线索 丁 扩 扩 浊 到 名 类 上 在 忒 如 “命题 六 在 
形式 条 统 严 中 是 可 计 . 明 的 ”的 陈述 ， 如 果 和 假设 全 题 P 则 系统 
五 -起 共和 需要 = 个 二 进 制 位 来 描述 ， 则 存在 某 个 各 这 ， 攻 料 近 
个 二 进 制 位 、 它 停机 当 且 和 仅 当 六 秆 FF 中 基 曲 让 明 的 .1 样 
-来 ， 对 于 简单 到 星 忆 为 人 类 智 千 所 理解 的 任何 的 命题 1 和 
系统 严 ， 呈 的 前 几 王 个 二 进位 数 足 本 兰 定 下 询 何 省 为 虎 ，.1) 
P 在 正中 是 可 让 明和 揭 ，{2) 非 在 F 中 是 可 证 明 的 ; (3) 产 
是 不 恢 赖 于 下 的 公 创 的. 
在 我 们 所 狂 之 于 中 的 人 这--- 点 上 ， 下 述 情况 或 许 会 使 让 着 认为 
是 上 古怪 的 一 一 或 者 完全 似是而非 的 一 一 -这 就 是 0 能 包含 关于 人 双 : 和 机 
问题 的 如 此 多 的 信息 ， 却 还 是 同 用 投 指 硬 币 所 得 到 的 随机 序列 在 


和 详 广 :Ceorg Fiicaneh Bermhard Niemann. 1826. 9. 17 ~ 1866. 
7.20， 伟 大 的 德国 数 池 家 
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计算 上 是 不 能 区 别 和 位， 这 一 占 怪 现象 的 解释 像 它 的 不 辣子 常 样 
的 直接 ， 囊 实 是 中 寻 一 兢 完全 提供 信息 的 消息 、 也 就 是 说 所 有 行 多 
余 的 东西 都 己 被 挤 济 ， 于 是 它 下 好 时 得 是 随机 的 ， 因 为 没有 个 
“和 多余 的 ”一 进 制 有 办 在 它 里 向 ， 这 音 睦 首 吕 是 纯 入 起 

2 几乎 包 合 斑 太 人 所 能 提出 的 任何 一 个 间 点 的 签 案 这 - -种 
实 ， 和 促使 BM 物 垣 党 家 局 ' 贝 内 特 {Churles Bennett) 多 为 
“ 辫 妙 的 ” 数 ， 人 和 生 通过 人 类 理性 能 修 咯 和 类 但 不 能 熟 识 的 ， 像 
贝 内 特 所 说 的 . 


和 本 


的 芥 学 后 六 坟 答 和 外 括 所 有 总 有 恨 可 丝 不 中 千 ee 
学 二 准确 地 计时 二 目的。 因 办 守 建 吾 有 本 的 :AN 
个 筷 吕 问题 宁 癌 时 则 全 条 枚 已 关 才 污 … 0 
去 咏 3 祁 外 ， 访 文 扫 面 时 产 二 所 宫 其 起 同 等 寄 音 陈 法 “ 

玉 太 区 稻 -…… ， 上 上 半 意 科 的 是 ， 昌 革 人 不 每 计算 ! 
可 能 帆 禹 闻 后 - 科 首 机 的 过 程 产 生 钙 来 ， 划 向， 用 -人 有 
航 碌 币 报 兽 ， 世 者 下 -注册 而 后 下 起 上 大 条 照 百 的 漠 志 于 
表 下 出 的 元宝 人 的 开始 元 作 总 字 像 这 样 误 汗 纪 好 训 i 
在 宇 审 中 的 蕴 个 地 六， 让 憾 失 是， 对 六 -一 财 篇 ， 各 
人 类 的 发 现 划 下 证实 它 的 真实 性 直 痢 实际 合力 只 . 


基于 这 个 竺 乐 参 尘 的 广 记 ， 我 他 现 将 注意 万 从 林 以 团 知 丰 
从 未 计算 过 的 神秘 的 其 转移 到 原则 上 上 可 以 计算 ， 代 或 许 籽 水 
远 不 会 被 熟识 的 其 ”这 今 ， 我们 集中 谈 在 可 计算 的 量 一 -给 雇 
无 限 的 时 间 和 存储 晶 … 一 和 那些 像 念 碌 海 得 国 数 或 者 中 时节 
之 问 的 区 出、 后 者 在 慑 辑 上 是 不 可 计算 的 ， 即 使 无 限制 地 几 我 
们 所 支配 的 计算 葵 源 ， 这 -区 别 是 有 重大 的 理论 意义 的 ; 然 
而 ， 基 实际 的 驶 点 可 以 明和 ,有 : 些 攻 在 理 论 上 按 图 刀 机 类 椭 
基 可 计算 的 ， 和 但 即 抽 合用 要 建造 的 最 快 的 超级 计算 机 ， 所 用 的 
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时 间 志 要 比 宇宙 的 年 龄 还 长 . 我 们 用 本 章 余 下 的 篇 帐 说 明 这 -- 
计算 难处 理性 ， 


难耐 时 间 


娱乐 数学 的 - :个 落 名 问题 是 所 谓 的 河内 塔 . 在 此 问题 中 ， 
有 三 个 本 桩 4，B 和 忆 ， 有 六 个 环 ， 半 径 依 次 减 小 扒 积 在 第 
一 个 术 桩 4 十 .二 外 两 个 本 桂 开 始 时 是 宝 的 . 要 司 的 晨 将 环 


4 B [oy 
图 4.6 河内 塔 游戏 


从 4 转移 到 8 上 ， 转移 过 程 中 或 许 要 用 到 木 桩 .规则 规定 
这 些 环 一 次 只 能 移动 - -个 ， 并 日--- 个 环 水 不 能 放 在 比 它 小 的 环 
上 . 图 4.6 显示 了 NW =3 情 形 的 该 问题 . 
在 二 个 环 的 情形 ， 不 难 发 现 了 次 移动 的 序列 ， 
4 一 有 ， 4 一 C， 有 >C， A*8B, 
C-*A4, C=B, 由 > 至 
就 能 完成 所 要 来 的 环 的 转移 . 并 且 ， 事 实 上 ， 可 以 证 明 存 在 解 任 
意 = 个 环 的 这 一 游戏 的 .~ 般 的 算法 ， 也 就 是 说 程序 ， 这 一 程序 吕 
明 所 需要 的 转移 次 数 最 小 为 2 - 1， 有 趣 的 是 ， 这 一 难 解 的 游戏 
的 原本 ， 追 沸 到 中 国 古 代 的 西 戴 ， 是 包含 na =64 个 环 的 ， 所 以 不 
难看 到 为 什么 创始 这 -- 游 戏 的 西藏 的 僧侣， 声称 世界 的 末日 在 所 
有 这 64 个 环 被 正确 地 堆积 于 本 桩 8 上 的 时 候 ， 为 了 完成 所 需 究 
的 型 -1 步 转 称 ， 妈 使 每 10 秒 钟 转移 一 个 环 ， 也 将 要 用 5 万 亿 年 
以 上 ! 如 此 ， 解 河内 塔 问题 所 需 的 步 数 ， 随 环 数 # 指数 地 增长. 
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这 征 “ 准 ”计算 的 问题 -一 :为 获 得 -- 个 解 ， 所 需要 的 计算 步 化 数 
日 随 记 题 的 “规模 ”市 [指数 邮 增 长 的 问题 的 一 个 例子 . 

作为 对 比 . 一 个 于 算 上 “ 窟 易 ” 的 问题 是 将 -一 副 扑 况 入 按 
升序 分 类 成 4 组 .站 上 污 沽 查 这 副 牌 直到 找到 肉 档 4， 将 它 训 到 
一 过 ， 然 后 邱 禹 在 剩 下 的 幅 ， 直 到 找到 黑 桃 2， 出 将 它 旋 至 - - 
好 ， 按 这 一 廊 式 继续 下 上 整 副 牌 可 完全 分 类 开 ， 这 一 分 类 方 
法 所 能 出 现 的 最 未 情 珊 是 ， 黑 桃 A 旦 表 分 类 牌 中 网 最 后 一 弱 ， 
黑 桃 2 是 倒数 第 2 举 ， 等 等 如 此 以 于 张 牌 开 始 ， 你 最 先 必 
须 着 察 二 张 脾 二 是 、 将 一 副 牧 完 侈 分 类 所 需 相 的 步 数 ， 
问题 规模 的 ， 也 就 是 说 -- 副 牌 中 有 牌 的 张 数 的 一 个 一 次 明 数 . 


上 工 
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图 4.7 十 数 的 多 项 起 增长 和 指数 增长 
企 1960 年 代 中 期 . 王 埃 德 芝 (FFdmonds) 和 3: 科 伯 姆 
( 真 ，Cobham) 引入 王将 问题 的 计算 : 礁 度 分 类 的 构 念 ， 居 控 申 
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问题 是 否 在 在 -- 个 求解 算法 要 求 至 多 为 问题 规模 的 儿 硕 式 数 卓 
的 计算 步 . “容易 ”和 问题 可 以 用 针 项 式 时 间 解 出 ， 反 之 . “ 难 ” 
问题 要求 随 问 题 规 模 的 增长 而 指数 地 增 大 的 步 数 . 这 黄种 增长 
速度 的 差别 显示 在 图 4.7 中 ， 在 图 中 我 们 看 到 ，- 一 个 多 质 式 末 
数 实 际 上 对 于 规模 mn 的 不 天 的 值 可 以 超过 指数 地 增 大 的 具 数 . 
但 随 着 ” 的 继续 增长 ,指数 的 总 是 要 胜 讨 对 项 式 的 .为 博 定 
起 见 ， 称 -… 个 算法 是 以 多 项 式 时 间 这 行 的 ， 如 果 存 在 针 定 的 整 
数 4 和 ff， 使 得 对 于 规模 为 上 的 问题 ， 其 计算 会 以 最 多 4ni 步 
完成 ， 为 后 面 引 册 ， 我 们 令 P 是 以 和 多项式 时 间 运 行 的 问 十 类 . 
不 是 以 才 项 共 时 门 和 运行 的 算法 称 作 是 以 指数 时 间 运 行 的 ， 配 
此 ， 和解 规 模 为 nn 的 问题 要 求 2 蚂 者 ml 步 的 算法 是 指数 时 间 
算法 . 

人 这 里 慎 得 注意 、 分 为 礁 问 愿 科 容 咏 问 
是 的 这 分类， 站 相对 你 实际 作 的 计算 时 ， 有 可 能 会 产生 点 
儿 巢 盘 ， 鲍 如、 人 算法 读 4 = 103 和 和 上 = Sn0， 将 仍 是 以 笠 项 
式 时 间 运 行 的 .而 这 样 一 个 算法 在 全 全 实际 意 关 于 部 几 和 大会 
是 “有 效 的 ”， 相 反 ， 辐 :问题 的 -- 个 算法 ， 以 322 数 和 寺 级 [由 
数 运 行 ， 对 于 适度 大 小 的 和 值 ， 完 全 有 可 能 比 和 多项式 夺 站 的 
廊下 更 全 人 意 - 一 一 尽管 它 在 理论 主 是 “无 往 率 的 "， 于 十 证 曾 
庶 当 记 住 ， 我 们 些 尘 所 谈 的 ， 是 计算 的 理论 ， 而 不 是 它 的 实 
践 、 然 击 ， 在 仁 踊 中 看 来 是 ， 问 题 蔡 可 通 的 ， 仅 是 术 论 用 拼 数 
时 间 算 法 ， 或 用 杀 惠 式 诸 间 算法 ， 部 是 在 类 侯 下 10n? 碟 背 
50n3 的 某 个 数 旭 级 外， 或 者 现 少 的 世 数 内 运行 的 ， 


和 和， NP 


有 -类 非常 重 瞎 的 问题 ， We NP 宇 代 表 “ 间 确定 性 的 
针 项 式 上 时间”， 我 要 起 竺 指 出 这 并 不 意味 着 关 于 这 样 的 问题 
什么 剖 悄 是 模糊 的 、 隐 机 汐 、 el 更 炸 切 地 说 ， 
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个 问题 ， 如 果林 以 用 随 其 规模 而 多 项 式 地 增长 的 步 数 来 验 训 -- 
个 推荐 的 解 ， 风 此 癌 滞 1 类 为 NP. 这样 如 果 你 惟 巧 偶然 发 现 
你 想象 中 的 是 NP 中 -- 个 问题 的 解 ， 那 么 你 下 以 用 多 项 式 持 间 
验证 它 的 确 是 解 ， 式 者 又 压 它 是 和 解 的 结论 .个 很 好 的 例子 是 
求解 一 种 拼图 玩具 的 问题 . 如 果 这 -拼图 有 大 其 的 志 ， 归 十 璃 
地 将 它们 拼 到 -- 起 是 很 蕉 的 ， 但 是 要 检验 任何 特定 的 组 装 巷 真 
正 是 该 拼 矢 的 个 广 确 的 解 却 是 容易 的 ， 内 要 看 一 下 就 行 了 . 
显然 ， 黎 遍 式 时 间 问 题 是 NP 问题 的 -一 个 子 集 ， 下 面 蚌 了 出 慎 - 
NP 的 共 他 问题 的 乒 个 例子 : 

鲁 路 径 选 择 问 题 ， 候 设 你 是 -个 销 焦 、 员 ， 心 须 访 丘 - 此 
托 市 中 的 客 靖 ,天 昌 你 想 合 光 的 环行 访问 不 蓝 访 亲生 伍 
城市 多 地 一 二、 已 知 所 市 天 活 接 它们 的 道路 的 员 统 ， 
是 藻 肌 -- 路 线 其 出 发 点 和 锁 东 点 在 中-: 域 上 ， 共 中 访 四 
其 外 的 每 个 扰 市 大 和 内 一 次 ? 

全 指派 问题 :中文 二 讲课 时间 、 学 生 和 谋 悍 的 和 念 起 ， 坟 
咎 对 每 个 学 年 闻 在 无 部 窒 的 叶 汪 表 … 

重地 图 着 色 问 题 : 是否 存在 一 种 及 币 3 称 着色 为 戎 区 项 总 
的 方法 .从 便 党 衣 两 个 在 闪 轩 壹 团 线 【区 于 人意 民 ) 
的 国家 有 机 问 沟 颜 鱼 ? 

烛 装 箱 问 题 : 纵 定 -- 泊 和 包 训 以 员 室 位 苗 本 的 民 守 从 定 -- 
大 完 全 相同 的 益 了 是否 闪存 -- 种 宫 囊 归 箱 的 指 泊 ， 侯 
得 每 -一 个 旬 训 却 下 效 在 杆子 中 太 没 交合 任何 -- 个 菠 容 纠 
17]? 

在 NP 中 有 许 蒜 个 问题 尚 不 知道 它 打 是 耕 也 在 PP 路 ， 倘 | 

如 ， 对 全 恋 撕 肌肉 个 线性 约束 是 再 有 整数 解 的 问题 . 扫 
在 下 一 章 中 将 要 看 天 的 ， 这 在 最 优化 理论 中 是 十 分 壬 要 的 ， 对 
这 一 问题 的 判定 。 开 在 还 没有 已 知 的 和 多 项 二 时 间 广 法 包 说 到 
及 前 为 小 还 没有 -一 个 严格 的 证 明 表 明了 >= sb， 但 荐 再 明白 了 情 
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况 不 是 这 样 ， 太 多 数 计算 机 科学 家 会 被 震动 到 极度 紧张 症 的 状 
态 ， 证 要 理由 之 -一 是 非常 大 数目 的 NP 斗 题 已 全 窒 证 朋 就 下 列 
意 闵 是 等 俐 的 ， 贡 它们 中 若 有 一 -个 兰 清 楚 了 是 在 了 中， 那么 
它们 全 都 在 P 中 . 

这 -- 事 实 ， 力 5: 库 虎 【Stepben Cook) 在 1971 所 证 明 ， 或 许 
大 计算 复杂 性 理论 的 核心 结果 它 用 以 驱动 在 流 领 域 的 工作 ， 央 
为 它 说 为 了 颈 床 P = NY' 的 断言 ， 所 有 我 们 庆 要 做 的 就 是 后 赵 NP 
问题 的 -- 个 单独 的 例子 ， 对 它 不 可 能 人 存在 得 其 解 的 多 项 式 时 间 算 
法 . 然而 馆 今 疝 无 人 元 克 学 找 这 一 信人 图 惑 的 反例 的 工作 ， 准 会 
知道 ， 或 许 断 言 P= NP 类 考 明 白 是 一个 不 可 判定 的 命题 ， 因 而 厅 
依 束 于 数学 的 通常 的 公 下 框架 ， 正 如 著名 的 连续 统 假 设 在 1960 年 
代 被 证 明 既 不 是 叮 证 明 蜀 也 不 是 不 可 证 明 的 那样 ， 或 许 是 . 


计算 的 模型 


通用 图 灵机 是 -种 用 于 将 施 于 和 萱 数 上 的 计算 的 概念 形式 化 
的 装置 : 它 以 一 个 整数 输入 【一 个 包含 程序 P 和 输入 数据 了 
的 描述 的 0 和 1 的 长 吊 】》 开始 ,产生 一 个 二 进 制 串 〔 输 
出 ) 一 一 俏 若 程序 PP 在 可 工 输入 7 了 时 最 终 会 停机 的 话 、 近 是 
一 个 为 当 我 们 说 完成 一 项 “计算 ”时 所 意味 着 的 事情 而 建 的 模 
型 .而 昌 在 现实 的 、 铝 笔 和 纸 计算 的 这 个 图 灵机 理 租 化 的 数学 
框架 之 内 ， 我 们 看 天 某 蛙 数 是 襄 计算 的 ,而 很 名 其 他 的 数 去] 不 
是 ,但 是 也 可 能 有 其 他 的 计算 的 模型 . 

在 1980 年 代 中 期 ， 伯 克利 的 数学 家 5 斯 梅 尔 对 数值 分 析 
的 基础 发 生 了 兴趣 ， 并 从 而 开始 以 如 下 问题 来 打扰 数值 分 析 掌 
罕 ，“ 算 法 是 什么 ?” 他 报告 说 他 通常 听 不 到 对 此 问题 的 今 人 满 
意 的 问 管 一 一 只 有 一 次 例外 . 当 要 求 描写 一 个 算法 时 ，A: 伊 
瑟 尔 【Arieh Iserles) 回答 ,“ 一 个 FORTRAN 程序 ”"， 得 到 这 -一 
上 暗示， 斯 梅 尔 和 他 的 同事 也:' 布 鲁 婚 (Lenore Blam) 种 贡 : 馈 物 
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CMike Shub》 一 起 ， 发 展 了 一 个 计算 的 模型 ， 它 可 以 看 作 忠 -… 
个 FORTRAN 程序 的 数学 理想 化 . 
计算 的 布 仁 媚 -- 舒 勃 一 斯 梅 尔 (BBS) 模型 、 是 计算 机 程 
序 的 流程 图 的 简单 的 抽象 . 图 4.8，-- 个 为 使 用 牛顿 流 ， 取 实 
数 输入 x ， 来 求 一 个 实数 。 的 近似 的 平方 要 的 流程 图 ， 表 明了 
他 们 的 基本 思想 .计算 的 BBS 模型 的 基本 组 或 部 分 全 都 包含 
在 这 一 流程 图 中 ， 它 们 是 ; 
]， 输入 空间 . 【此 处 ， 为 实数 集 .) 
2， 输 出 空间 . (此 人 处. 也 是 实数 集 .) 
3. 状态 空间 计 实在 其 中 进行 ，{ 在 此 情况 ， 计 算 仅 是 运 
第 x 一 二 (+ 全 
4， 输 入 的 一 个 区 别 性 的 集合 卫 ， 对 其 中 的 输入 ，BBS 机 
器 会 停机 ， 我 们 称 此 为 该 检 器 的 停机 集合 ，( 在 这 -人 
子 中 , 厂 实 际 是 某 些 初始 估计 值 x 的 集合 ， 这些 4 能 
导向 c 的 平方 根 的 一 个 近 仆 值 . 也 就 最 在 真 全 的 由 高 
为 E 的 东 蝇 以 内 ,) 
容易 看 出 ， 程 闻 的 流程 定义 了 - -个 从 集合 古 到 输出 集合 
的 输入 /输出 上 映射 $， 


a 


1 Cc 
4 
ec<e 
是 六 否 
输出 


图 4.3 计算 一 个 数 的 平方 根 的 流程 图 [L179] 
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在 这 一 RBS 结 拘 中 ， 可 计算 映射 是 像 #$ 那样 的 映射 、 也 
就 是 某 个 机 器 好 的 输入 /输出 映射 . 证明 多 项 式 上 映射 、 有 理 喘 
射 和 很 多 共 他 的 初等 峡 射 是 可 计算 的 ， 基 可 计算 映射 的 构成 成 
分 ,这 是 -- 项 很 容易 的 练习 . 也 己 清 楚 ， 实数 集 上 的 BB3 结 
板 可 以 推广 刊 包括 整数 和 复数 的 一 类 相当 营 遍 性 的 数 系统 二 的 
计算 .而 片 ， 布 曾 姆 、 合 邦和 斯 梅 尔 已 证 明 ， 整 数 集 土 的 可 计 
算 庙 数 同 以 图 波 机 定 祥 的 传统 的 可 计算 畏 数 是 -- 臻 的， 这样 
BBS 机 构成 了 计算 的 阁 灵 概念 的 一 个 合 半 遵 辑 的 推广 . 

下 计算 性 处 理 一 个 阴 数 (或 数 ) 是 能 够 计算 还 是 不 能 计算 
这 种 非 此 即 彼 的 问题 ---~-… 妈 使 是 在 奈 央 上， 通过 引入 和 多项式. 
指数 这 笨 二 分 ， 我 们 当 将 可 计算 冰 数 类 分 成 了 可 用 有 效 算 法 计 
算 的 和 不 是 可 用 右 襄 符 法 计算 的 ， 按 这 分 法 的 用 处 ， 它 仍然 是 
处 理 一 般 中 数 的 融 纪 和 悄 珊 分 术 的 但 是 在 数值 分 析 和 计算 和 仪 日 
常情 况 ， 我 们 并 不 计算 “ : 般 师 数 "， 据 定义 ， 我 们 昨 常 13 不 
面 对 最 坏 的 情况 因此， 从 一 种 真 止 实用 的 观点 .我 们 是 兴趣 
的 是 对 于 平均 的 ， 或 者 有 代表 性 的 情况 计算 其 解 是 如 何 礁 的 间 
题 . 这 是 我 们 在 下 …… 章 中 要 处 理 的 -- 般 论题 的 一 部 分 ， 下 - - 章 

1180] 是 考虑 如 何 最 优 地 分 如 计算 的 或 者 其他 的 资源 的 问题 的 . 
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旅行 者 的 数学 


假设 来 自 皮 奥 利 亚 巴 的 你 们 的 巡 婕 波 莉 想 在 暑假 期 间作 
一 次 欧洲 旅行 ， 并 决定 访问 罗马 、 巴 黎 ， 伦敦 、 斯 德 哥 尔 厅 和 
维也纳 ， 如 果 她 知道 这 些 城 市 任意 两 个 之 间 的 飞机 票 价 ， 那 么 
为 访问 所 有 这 些 城市 各 一 次 并 以 回 到 她 启程 的 地 方 结束 ， 她 的 
最 便宜 的 走 法 是 什么 ”是 恢 次 游历 伦 就 一 巴黎 一 罗马 一 维也纳 
一 斯 德 哥 尔 摩 一 伦敦 更 好 : - 些 呢 ? 述 是 取 巴 获 一 伦敦 一 斯 德 囊 
尔 摩 一 维也纳 一 软 马 一 巴黎 路 线 更 省 钱 一 些 呢 ?抑或 还 男 有 蝎 
便宜 的 周游 路 线 ?” 为 波 莉 态 妨 的 假期 选择 最 好 的 可 能 路 线 ， 呈 
当今 称 作 族 行 推销 员 问 题 (TSP) 的 难题 的 一 例 . 

咋 一 看 ， 波 者 婕 嫩 的 问题 很 容易 解 ， 她 从 哪 一 城市 玫 始 她 的 
旅途 有 5 种 呆 能 的 选择 ， 在 选 定 其 中 一 个 之 后 、 她 可 以 由 之 去 向 
余下 的 4 城市 中 的 任何 一 个 . 然后 有 3 个 城市 可 殿下 一 步 选择 ， 
如 此 继续 .这样 … 来 ， 波 莉 娘 婕 只 需要 对 每 一 种 可 能 路 线 将 由 一 
市 到 一 市 的 费用 加 起 来 ， 并 挑 出 费用 最 低 的 路 线 . 对 这 样 5 城市 
的 情形 ， 仅 有 5x4x3x2x]=120 条 可 能 的 周游 路 线 ， i 计算 机 考 
察 所 有 这 些 可 能 性 并 告诉 波 莉 娘 婕 花费 她 的 旅费 的 最 好 的 走 法 ， 
很 可 能 只 要 用 几 个 毫 币 秒 的 时 间 ， 遗 憾 的 是 ， 这 种 竹下 对 所 有 可 


外 ”译音 注 : 美国 全 利 诺 思 州 中 部 的 一 个 城市 . 


一 183 一 


能 性 作 穷 举 式 考 察 的 直接 方法 ， 如 果 城 市 数 多 到 比如 说 100，--- 般 
是 无 用 的 那 时 为 检查 所 有 可 能 的 路 线 ， 必 须 完成 大 约 103 次 计 
算 ， 用 当今 最 快 的 超级 计算 机 也 需要 10” 年 左右 的 时 间 . 

虽然 不 是 很 多 旅游 者 或 推销 员 想 要 或 者 需要 访问 100 个 城 
市 ， 旅 行 推 销 员 问题 却 因 其 有 较 之 在 旅游 业 中 远 为 广阔 的 应 用 
可 能 性 而 十 分 重要 . 例如 ， 电 子 线 路 板 制 造 商 必 须 在 他 们 的 板 
子 上 使 用 激光 销 钻 出 多 达 65 000 个 孔 ， 和 寻求 最 好 的 销 筷 路 线 的 
问题 原来 是 一 个 TSP， 因 为 这 涉及 寻找 访问 到 每 个 钻 孔 位 置 恰 
好 一 次 的 最 短 的 周游 路 线 ， 并 且 ， 事 实 上 ,一 批 科 党 和 工业 研 
究 人 员 , 近 来 通过 求 访问 3 033 个 城市 的 准确 的 最 小 距离 路 线 
而 创造 了 一 项 TSP 记录 ， 其 中 这 些 “ 城 市 ” 真 的 就 是 在 一 - 块 
印刷 电路 极 上 钻 出 的 筷 ， 只 为 有 趣 , 图 5.1 给 出 这 一 问题 的 解 . 
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只 本 弹 球 盘 倍 机 器 制造 商 提 供 了 一 个 甚至 四 为 复杂 的 
TSP 变化 形式 .这 些 弹 球 机 号 式 的 机 器 有 几 千 个 钉 、 球 内 这 
些 钉 跳 走 ， 一 个 大 问题 是 决定 如 何 移动 锤 击 头 以 便 特 这 些 钉 尽 
可 能 快 地 4 杀 入 ， 这 -- 同 题 因 钉 站 立 起 来 比 锤 更 高 ， 从 而 键 不 能 
重 访 它 已 击 和 人 一 个 钉 的 任何 位 置 ， 而 被 弄 得 更 为 困难 . 

这 些 种 类 的 TSP 对 我 们 的 称 作 “最 优化 问题 ”的 场合 是 
最 为 完美 精辟 的 例子 ， 这 些 阿 题 的 数学 提 法 包含 -组 变 和 量 ， 它 
们 的 信 或 许 要 服从 茜 些 约束 .而 且 我 们 很 设 已 知 一 项 规则 ， 据 
以 赋予 这 些 变量 的 每 -组 可 能 的 值 以 一 个 数 ， 我 们 的 目的 昆 寻 
找 这 些 变量 的 ,使 这 个 数 尽 可 能 地 太 《或 尽 可 能 地 小 ) 的 和 值 ， 
同时 要 求 变量 的 这 些 值 满足 给 定 的 约束 . 

为 了 用 例子 说 明 这 个 一 般 的 概念 ， 假 设 有 总 数 为 1 000 美 
元 的 资金 要 分 作 两 项 可 能 的 投资 ， 人 比方 说 股票 和 国库 券 . 进 
而 ,假设 投资 和 美元 于 股票 产生 年 利润 为 2X 美元 ， 而 了 美 
元 投入 国库 券 会 产生 了? 美元 (我 从 来 没 说 这 个 问题 导 真 实 
的 1}， 因 为 我 们 的 兴 超 在 于 获得 尽 可 能 大 的 利润 ， 所 以 要 选择 
五 和 YY， 服 从 约束 六 +Y 志 1000， 而 使 得 量 2X + YF? 为 最 大 . 
这 里 问题 的 变量 是 久 和 7， 即 分 别 投入 股票 和 国库 券 的 钱 数 ， 
而 这 唯一 的 约束 只 是 说 我 们 不 能 投放 上 比 我 们 所 拥有 的 更 才 的 
钱 ， 最 后 ， 这 笔 钱 在 两 项 投资 中 的 任何 可 行 的 分 配 于 和 YY， 
通过 数 / ( 芝 ，7) =2X+ 了 来 量度 它 ， 要 徐 的 是 寻找 一 种 分 
配 厂 和 7 使 之 有 卫 数 的 尽 可 能 大 的 值 ， 又 服从 预算 约束 .在 
这 一 特别 简单 {并 且 可 筑 !) 的 例子 中 ， 十 分 清楚 最 好 的 投资 
方案 是 烽 全 资 投 入 国 岸 券 ， 而 丰 分 任何 资金 于 股票 ， 由 此 获得 

CD 译注 : 一 种 日 本 同 博 游戏 ， 利 用 弹 壬 漳 球 滚 入 盘 上 特定 小 筷 时 
会 滚 出 许多 小 球 以 换 服 奖品 ， 

名 ”译注 : 漳 球 机 (pinhall machine) 荐 -种 用 并 惫 钵 把 弹子 沿 辜 击 
至 斜 板 硕 部 然后 任 其 于 滚 落 入 各 种 规定 部 分 而 得 分 的 游戏 . 
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利润 为 每 年 (1000)? = 1 百 万 美元 . 

像 TSP 这 样 的 最 优化 问题 的 研究 ， 在 1930 年 代 后 期 ， 作 
为 一 个 被 承认 和 受 重 视 的 学 科 而 开始 进入 数学 的 意识 ， 在 第 二 
次 拟 界 大 战 期 间 及 战 后 紧 接 的 时 间 里 ， 获 得 了 相当 的 进展 和 关 
注 . 在 当时 ， 很 多 种 商务 和 军事 问题 ， 包 括 像 飞机 维修 工作 排 
序 ， 分 配 资 金 到 不 同 的 投资 项 目 ， 或 者 在 装配 线 运行 中 的 部 件 
加 工 等 的 最 好 的 方法 ， 成 为 现在 称 作 “运筹 学 ”的 研究 领域 的 
一 部 分 . 运筹 学 工作 者 参与 建立 关于 出 现 什么 和 人 和 何 时 上 出 现 的 最 
小 费用 (或 最 大 利润 ) 的 排序 ， 或 者 计划 ， 在 运筹 学 的 早期 岁 
月 ， 这 种 计划 被 标示 作 “ 规 划 ” (programs)， 这 导致 了 一 直 神 
用 到 今天 的 术 请 ， 据 以 我 们 将 求 最 优 安排 的 问题 ， 像 在 TSP 
中 求 最 好 的 周游 路 线 ， 称 作 “ 规 划 ” (programming) 问题 . 尽 
管 数字 计算 机 的 发 展 对 于 求解 这 些 类 型 的 最 优化 癌 题 所 需要 的 
方法 的 实际 实现 ， 共 决定 性 的 ， 但 -一 个 规划 癌 题 就 其 本 身 而 
论 ， 同 计算 机 程序 上 毫 无 关系 ， 倒 不 如 说 它 指 的 是 一 个 在 某 种 意 
© 义 上 是 最 优 的 活动 计划 的 确定 . 

指明 了 这 一 小 点 可 能 的 术语 上 的 洪 清 ， 现 在 我 们 看 一 和 看 最 
简单 的 ， 并 且 从 实际 的 金钱 的 观点 说 肯定 是 最 重要 的 一 类 最 优 
化 问题 ， 就 是 在 其 中 出 现 的 一 切 东 西 都 是 线性 的 那 一 类 . 


大 才 数 的 管理 决策 最 终 都 转化 为 关于 如 何 分 配 资 源 以 使 某 
种 事情 为 最 优 的 决策 ， 例 如 ， 资 金 的 分 配 要 使 投资 的 利润 为 最 
大 ， 或 者 在 - -种 产品 如 汽车 或 电视 机 的 生产 中 ， 人 力 和 材料 的 
分 配 要 使 得 总 的 费用 为 最 小 《并 因而 使 利润 为 最 大 )， 这 类 可 
题 通常 可 以 用 如 此 的 方式 表述 ， 以 使 得 可 以 用 被 称 作 线性 规划 
(LP 的 方法 来 解决 .但 在 用 -- 般 性 术语 描述 这 ~ 方法 之 前 、 
我 们 先 看 一 个 非常 简单 的 例子 ， 只 是 为 领会 其 一 般 思想 . 
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考虑 Chow-Down 狗 饲 料 公 司 所 面临 的 情况， 他 们 制造 两 
种 狗 饲 料 ，Bow-Wow 牌 和 吏 uf-Wuff 牌 。 两 种 牌子 的 饲料 都 是 
羊 盖 内 、， 鱼 和 和 牛 岗 三 种 组 分 的 混合 物 ， 区 别 在 于 其 准确 的 配 
制 . 表 5. 1 给 出 了 生产 一 个 包装 的 Bow-Wow 和 Wuff-Wuff 所 
需 电 的 各 组 分 的 最 .过 5. 1 也 给 出 了 公司 现在 库存 中 所 拥有 
的 每 一 组 分 的 总 能 . 

假设 该 公司 从 得 -包装 的 Bew-Wow 创利 润 $12， 每 一 包装 
Woff-Wuff 浪 赚 $ 3， 那么 Chow-Down 公司 的 问题 是 决定 每 一 品 
种 各 生产 多 少 包 以 使 总 利润 为 最 大 . 


可 一 世 Row- 外 uw 一 包 Wuiff- 殉 uff 


组 分 用 量 中 的 量 中 的 量 

羊 萧 内 1400 瑟 ” ” 4 4 将 
香 1 8 磅 各 于 3 樟 

车 内 1 8 夸 2 大 折 磁 


表 5. 1 不 同 品牌 Chow-Bown 狗 饲 料 每 包 所 需 的 成 分 


为 了 给 这 一 问题 以 数学 描述 ， 令 B 为 Beow-Wow 牌 要 生产 : 
的 包 数 ， 而 下 表示 名 ut 全 Waf 牌 的 产 出 水 平 ， 则 从 形 $， 1 可 
见 ， 要 用 的 羊羔 内 的 总 藤 是 48 +4 久 和 磋 ， 但 轩 为 只 有 1400 蒂 
羊羔 内 果 用 ， 所 以 Chow-Down 公司 必须 遵守 约束 
二 五 +4 多 妆 上 400， (Ct) 
这 是 Chow-Dewn 公司 不 能 使 用 比 他 们 于 上 有 的 蝎 多 的 羊 .管内 
这 一 -事实 的 数学 表示 ， 基 于 角 和 和 午 肉 这 二 种 组 分 的 库存 总 境 的 
类 借 的 这 论 导出 约束 
6 有 +3 殉 二 1800， (2) 
2 有 + 有 过 1800， {2) 
国 为 Chow-Down 公司 不 能 生产 负数 包 的 任 -- 品 牌 筷 料 ， 所 以 
也 要 求 8 和 更 都 居 韭 负 的 . 
注意 这 些 全 部 是 线性 约束 ， 因 为 未 知 量 B 和 歼 处 处 都 是 以 
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-次 寡 出 更 最后， 因为 公司 利 狂 为 等 包 Bow- 玉 ow 妥 12 和 背包 
Woff-Wuff $8， 所 以 公司 总 利润 ， 记 作 疡 ， 可 以 数学 表示 为 
P=12B + 8H. (*") 

这 样 一 来 ， 问 题 就 是 求 典 种 品牌 的 产 出 水 平 ， 即 8 和 下 的 但， 
服从 约束 (1) 至 4， 使 得 PP 尽 呈 [能 地 大 . 

半期 解 这 一 问 是 的 方法 基 夯 一 个 图 .8 和 下 的 任意 -对 
值 构成 坐标 轴 为 8 和 不 的 2 维 平面 上 的 -个 点 ， 叉 因为 涛 个 
量 必 须 是 非 负 的 . 所 和 将 注意 力 限 揣 在 第 一 架 限 的 臣 
而 用 ,三 个 约束 全 者 是 线性 的 .这 意味 着 每 -约束 可 以 几何 地 两 


WwW 


图 3.2 狗 饲 料 混 合 问 题 的 图 解 
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作 (CB8， 玉 ) 平面 芋 的 直线 ， 整 个 情况 表现 在 图 5.2 中 ， 其 中 约 
束 (DD)，(2) 和 (3) 分 别 表 示 为 标号 和， 四 和 二 的 直线 可 行 
集 ， 由 所 有 有 那些 满足 约束 的 {8B， 下 ) 点 组 成 ， 表 示 为 阴影 区 域 
OABCD， 而 可 行 集 的 边界 由 各 条 约束 直线 的 遂 了 阴影 的 区 段 组 
成 ， 最后， 注意 项 点 或 角 点 ， 这 是 形成 边界 的 线段 的 交叉 点 . 

图 5,2 中 的 虚线 表示 利 漳 的 各 个 不 同 的 常数 值 . 例如 ， 在 
标 以 “P=1200” 的 虚 钱 上 的 所 有 的 点 ， 都 表示 会 为 Chow- 
Down 公司 产后 1200 美元 利润 的 两 品牌 的 产 出 水 平 . 因为 公司 
想 使 其 利润 为 最 大 ， 所 以 要 平行 移动 虚线 P 尽 可 能 地 远离 原 
点 ， 而 又 服从 同 阴影 区 域 的 边界 至 少 有 一 个 交点 这 --- 条 件 ， 稍 
加 实验 会 得 到 无 论 PP 线 在 哪里 ， 这 一 离 原点 而 去 的 平行 移动 
必 将 停止 于 阴影 区 域 边 界 的 某 个 角 点 上 ， 于 是 ， 最 大 利润 必 在 
角 点 一 一 在 此 情况 为 GQ,， 太 ，B, 人 C 或 让 之 一 外 实现 ， 如 | 图 所 
东 ， 结 某 是 B 点 ,其 坐标 为 号 =250， 币 = 100， 在 该 点 利润 是 
3800 美元 ， 这 样 如 果 Chow-Down 想 从 其 羊羔 肉 、 鱼 和 和 牛 内 的 
供应 中 获得 尽 可 能 多 的 利润 ， 他 们 应 当 生 产 250 包 Bow-Wow 
牌 和 100 包 Wuff-Wuff 牌 . 

此 例 表 明 任 何 1P 问题 ， 其 特点 中 最 重要 的 是 ， 解 总 在 可 
行 区 域 边界 的 ~ 个 角 点 上 求 到 . 而 在 边界 点 上 上 至少 有 问题 的 两 
个 约 东 面临 其 极限 ， 也 就 是 说 ， 成 为 严格 的 等 式 ， 因 此 ， 在 解 
点 上 至 少 有 两 种 资源 -- 一 羊羔 肉 、 鱼 或 牛肉 -一 -将 被 用 光 .， 我 
们 立刻 回 到 对 这 一 特点 的 考察 . 

于 是 我 们 看 到 ， 尽 管 可 行 集 的 每 一 个 点 原则 上 说 邦 是 最 优 
解 的 候选 点 ， 但 为 求 最 优 解 我 们 实际 上 只 禹 考察 这 些 角 点 这 
一 结果 在 计算 上 的 意义 是 巨大 的 ， 因 为 它 使 我 们 为 求解 所 必须 
搜索 的 点 集 ， 从 -个 无 穷 集 (阴影 区 域 所 有 点 的 集合 ) 减 小 为 
一 有 限 集 (所 有 角 点 的 集合 )， 当 然 ， 这 可 能 仍然 是 一 个 礁 的 
计算 问题 ， 毕 帝国 际 象 棋 的 可 能 阵势 的 数目 虽然 也 是 有 限 的 ， 
悍 黎 在 不 超过 几 倍 的 宇宙 寿命 这 样 长 的 时 间 内 全 面 考察 这 些 阵 
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势 ， 也 远 二 超出 了 任何 实在 的 或 可 设想 的 计算 机 的 能 方 ， 有 誉 
的 是 LP 的 情况 并 不 是 这 么 坏 。 并 有 生存 在 计算 上 很 有 效 的 利 实 
用 的 搜索 角 点 的 计算 过 程 . 下 面 我 们 先 - 考 察 一 下 这 类 方法 ， 即 
所 谓 的 单纯 形 法 . 它 仍 然 是 求解 线性 规划 问题 时 实际 上 使 用 的 
大 多 数 算法 的 基础 . 


单纯 形 法 


1947 年 ，CGB: 丹 齐 克 之 在 五 和 月 太 杰 工作， 和 作 空 宰 主 计 宿 
的 数学 顾问 .和 作为 他 工作 的 一 部 分 ， 丹 齐 克 时 常 被 空军 要 求 去 
解 实 际 的 计划 问题 ， 涉 及 到 按 一 种 成 本 -一 -效果 方式 分 配 空军 
的 人 力 、 经 费 、 飞 机 和 其 他 性 源 的 方法 ， 因 为 这 些 问题 的 天 多 
数 以 这 种 或 那 种 方式 涉及 经 济 学 ， 所 以 丹 齐 克 认 为 经 济 学 家 个 
几 年 前 已 经 发 展 了 求解 这 些 问 题 的 方法 ， 便 征求 经 济 学 家 
T' 库 普 曼 斯 (Tiailing Kocpmans》 关于 如 何 求解 这 些 Lb 问题 的 
意见 ， 出 平 丹 齐 克 意料 的 是 ， 库 普 曼 斯 告诉 他 ， 经 济 学 家 们 也 
还 没有 任何 系统 地 求解 LP 问题 的 方法 . 于 是 在 1947 年 上牌， 六 
齐 克 开 始 寻 求 一 种 方法 . 

在 丹 齐 克 寻 求解 LP 问题 的 方法 的 过 程 中 ， 首 先 的 -一 一 并 出 
是 十 分 重要 的 一 一 一 步 ， 是 我 们 关于 狗 饲料 混合 的 问题 所 作 过 的 
那 种 观察 ， 正 是 可 行 区 域 是 所 谓 的 多 胞 形 ， 一 种 像 图 5.3 所 示 的 
集合 ， 这 样 一 来 ， 用 蕴 在 两 个 变量 的 狗 饲 料 混 侣 问题 中 使 用 过 的 
相同 的 论证 路 线 ， 这 意味 着 最 优点 必定 是 该 集合 的 角 点 中 的 - -个 . 
而 且 ， 和 丹 齐 克 论 证 说 ， 在 各 个 角 点 上 一 般 说 判 据 晒 数 有 木 同 的 仁 . 
因此 ， 下 列 散 法 应 当 是 可 能 的 : 从 任意 选取 的 一 个 能 点 开始 ， 在 
该 点 判 据 晒 数 有 某 个 值 ， 通 过 从 这 样 一 个 角 点 移动 到 一 个 由 邻 的 


重 ” 渗 广 ，Ceorge Bemard Dantzig，1914. 11. 8 ~- ， 美 四 获 学 家 ， 
运筹 学 家 和 计算 机 科学 家 . 


角 点 ， 来 改善 判 据 函 数值 ， 这 十 分 像 图 中 所 示 的 中 虫 所 作 的 运动 ， 
它 沿 着 楼 边 息 行 ， 寻 找 比 如 说 装 有 最 大 量 的 食物 的 点 ， 此 处 用 巧 
克 力 蛋糕 来 标识 ， 用 代数 拓扑 学 的 专用 术语 说 ， 这 类 多 胞 形 称 作 
“单纯 形 ”， 它 引致 丹 齐 克 的 算法 的 取 名 ， 这 算法 告 激 甲虫 它 应 当 
如 何 沿 着 楼 运动 ， 以 到 达 它 的 目的 地 . 


s.3 沿 银 胞 形 的 楼 腿 行 的 第 忠 


好 齐 克 原本 以 为 这 样 一 种 方法 或 许 是 无 可 救 药 地 低 效率 
的 ， 语 着 改善 判 据 函数 值 的 楼 从 一 个 角 点 到 一 个 角 点 地 漫游 ， 
在 到 达 判 据 函 数 有 其 最 大 值 的 点 之 前 ， 要 花 很 长 的 时 间 ， 和 组 他 
错 了 ! 事实 上 ， 他 发 现在 几乎 所 有 的 情况 ， 寻 找 问题 的 解 仅 仅 
需要 像 问 题 中 的 约束 个 数 那样 多 次 数 的 运动 . 然而 应 当 指 出 ， 
这 是 一 项 经 验 的 观察 结果 ， 是 基于 数 以 干 计 的 现实 生活 中 的 问 !190] 
题 的 实际 求解 得 到 的 ， 并 且 有 可 能 构造 专门 的 一 种 LP 问题 ， 
使 用 单纯 形 法 求解 的 确 要 用 非常 长 的 时 间 ， 或 者 会 导致 方法 的 
退化 情形 以 使 永远 求 不 到 解 . 但 是 这 些 种 类 的 问题 更 像 是 数学 
上 的 极 问 例子 ,实际 上 极 少 出 现 ， 如 桌 曾 有 过 的 话 ， 这 一 今 人 
高 兴 的 事实 导致 最 优化 理论 的 基本 的 结果 : 
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羊 纯 形 法 ”几乎 每 一 个 线性 规划 问题 都 可 以 接 下 列 过 程 求 


1. 找 一 个 代表 一 可 行 解 《 也 就 是 说 ， 其 坐标 满足 问题 的 
所 有 约束 的 点 ) 的 顶 上 塌 ， 并 计算 判 据 削 数 在 该 点 的 值 . 

2. 者 察 可 行 集 的 通过 该 顶点 的 每 茶 边 界 可， 看 是 否 能 灌 
这 样 的 棱 运 动 而 改善 判 据 阴 孝 的 值 ， 

3. 若是 ， 则 沿 一 楼 渤 动 到 顶点 ， 使 产生 戎 据 器 烧 现 行 值 
的 最 大 的 改善 ， 

4， 重 复 步 电 (2) 和 (3)， 真 到 不 再 有 汇 其 运动 可 改善 状 
据 函 教 的 核 这 时 现行 项 点 就 是 问题 的 解 ， 


这 样 我 们 故 到 ， 单 纯 形 法 的 计算 实现 包括 呐 个 方面 : (1) 找 -- 
个 可 行 拥 以 启动 此 过 程 ， 然 后 (2) 通过 沿 可 行 集 边界 的 楼 从 
一 顶点 运动 天 一 相 邻 项 点 以 改善 可 行 解 。 -次 一步 ， 自 到 到 过 
最 优点 . 

为 考察 单纯 撒 法 在 实践 中 如 何 十 作 ， 我 们 回 过 闷 来 几 它 来 
解 狗 饲 料 混合 问题 .回想 问题 包括 了 寻找 B8 和 玉 的 非 负 值 ， 雇 
使 上 面 给 出 的 判 据 遇 数 { * } 取 最 大 ， 要 服从 关于 羊 盖 肉 、 信 
和 牛肉 的 可 用 量 的 约束 (1) 至 {3}， 国 为 不 等 式 难 以 处 理 ， 
我 们 引进 另外 的 非 负 变星 ;;，s; 和 ;;， 称 作 松 弛 变量 ,日 的 
是 将 不 等 式 约 束 变 为 等 式 ， 例如 ， 划 果品 各 多 的 值 使 得 48 + 
4 名 小 于 1400, 约 上 (1) 的 松弛 变量 si 坂 值 。 = 1400 -48 
-4 开 ， 这 样 就 有 48+4 平 + 51=1400， 在 下 交 中 松 红 痊 攻 总 
是 按 这 种 方式 使 用 ， 以 确保 约束 不 等 式 转变 为 等 式 . 

这 样 我 们 的 问题 串 表 水 作 ， 求 变量 8B 各 于 的 值 ， 使 

i2B + 8 
为 最 大， 服从 约束 
4B + 二 罗 +s1 = 1400. 
6B + 3W + s2= 1800, 
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2B +6W+s3= 1800. 
像 通常 那样 ， 也 有 要 变量 B， 现 ，s1，s2 和 53 为 非 负 的 约束 . 

在 这 时 引入 几 个 术语 是 有 益 的 . 召 ， 匈 和 松 旨 变 量 的 满足 
约束 的 一 组 值 称 作 可 行 解 . 通过 置 这 些 变 量 中 的 某 一 些 为 0， 猎 
下 一 组 含 比 如 说 m 个 变量 的 m 个 方程 ， 这 样 得 到 的 解 称 作 基本 
解 、 并 日 将 这 一 组 m 个 非 0 变量 称 作 上 基 ， 一 项 数学 事实 是 如 果 
一 个 系统 有 可 行 解 ， 那 么 它 也 有 基本 可 行 解 ， 正 常情 况 下 这 正 
是 我 们 要 寻找 的 那 类 解 . 现在 我 们 来 看 单纯 形 法 如 何 解 狗 饲 料 
问题 . 

Chow-Down 公司 必须 解 的 问题 有 5 个 变量 一 一 8B， 玉 ， 
s1，52 和 53 一 -一 入 及 了 个 约束 方程 

4B +4W+ #1 = 1400, 

各 入 +3W+ ss = 1 300, 

28B +6W + s3 = 138300. 
这 样 为 形成 一 个 初始 的 基本 解 ， 我 们 必须 选 出 这 些 变 量 中 的 3 
个 ， 并 且 曾 其 余 的 为 0 值 . 如 果 我 们 选 出 的 3 个 变量 满足 上 述 
的 约束 方程 组 ,那么 我 们 将 得 到 第 一 个 基本 可 行 解 ， 以 这 3 个 
变量 为 基 . 为 了 作 这 -~ 初始 选择 ， 注 意 到 每 个 松弛 变量 只 出 现 
在 一 个 约束 方程 路 .这 提 东 我 们 使 用 松弛 变量 以 形成 妇 始 基本 
解 . 这 意味 着 置 8 和 到 等 于 0， 剩 下 三 个 未 知 数 ;5]，s2 和 s3 
的 一 个 m =3 的 约 东 方程 组 ， 这 组 方程 的 解 通过 观察 容易 读 出 
为 s1 = 1400，s;= 1800 和 s3= 1800. 下 一 步 是 对 基 变 量 "1， 
s2 和 53 解 出 约束 方程 组 ， 用 非 基 变 量 8 和 到 表示 出 来 ， 并 写 
出 用 非 基 变量 表示 的 判 据 函 数 . 

完成 这 些 运算 ，s1，syz，5s 和 P 的 值 为 

s1=1400-48 -4W, 

s2=1800- 6B -3W, 

54= 1800-28B —#, 

P=12B+8W. 
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在 几何 上 ， 这 一 解 对 应 于 上 述 “ 线 性 地 思 痢 ”一段 中 的 图 5.2 
中 的 点 0; 遗憾 的 是 ， 它 对 应 于 利润 次 0 的 点 ， 因 汐 户 和 和 开 
两 个 量 都 不 在 基 中 从 而 月 0 值 . 

为 增 太 利润 P 可 以 增加 B 程 玩 的 值 ， 由 于 单纯 形 法 的 每 
一 步 只 能 政变 一 个 变量 ,习惯 上 选 在 判 据 函数 中 有 最 大 系数 的 
变量 将 之 引入 新 的 基 中 . 理由 是 这 样 的 选择 将 以 最 可 能 快 的 速 
度 增 大 利润 .因此 我 们 选 拌 将 5 引入 基 中 .但 是 我 们 不 能 让 
8B 超过 300， 央 为 那 会 使 松弛 变量 *: 变 为 负 ( 记 和 住 在 此 点 下 
=0). 因此 我 们 置 8 = 300， 这 使 ;; = 0 现在 我 们 在 图 中 的 
点 & 了 成 为 基 变 苦 ， 而 ,2 为 非 基 变 二 . 

现在 重新 用 非 基 宰 量 s， 和 下 表示 基 变 其 {51,， 8 和 5s3) 
和 利润 P 的 判 担 旺 数 ， 得 到 


31 = 200+ 地 ss -2W， 


1 ] 
B=300- 52~ 3 W, 


:3=1200+ 12 一 5 印 ， 


P=3600- 2s2+2T. 
由 于 这 组 方程 右 端 的 变量 ;, 和 到 在 这 一 阶段 为 0 值 ， 上 
述 方程 中 的 常数 项 给 出 基 变 量 的 值 和 判 据 中 数 的 什 . 这 意味 背 
通过 引入 B 作为 基 变 量 ， 利润 从 0 增 至 3600. 但 我 们 仍 能 做 
得 更 好 ， 困 为 非 基 变量 不 有 一 个 正 的 系数 .这 意味 着 可 以 通 
过 将 四 引入 新 的 基 变 量 中 而 使 利润 P 进一步 增 大 ， 
跟前 边 一 样 ， 沪 意 新 的 基 变 量 多 不 能 大 过 100， 国 为 更 
大 的 值 将 使 松弛 变量 :| 变 负 . 因此 我 们 村 多 = 100 包 Wuff- 
Wuff， 并 在 新 基 中 用 下 取代 松弛 变量 *4， 这样 留 下 RB，W 和 
ss 作为 新 的 基 变 量 . 如 上 进行 ， 求 得 基 变量 的 新 的 值 是 


] 
琴 = 100 一 340+ 村 82， 


1 =3800-s|- EE 


因为 *， 和 s; 在 户 的 表达 式 中 都 有 负 系 数 ， 所 以 它们 任何 一 个 
增加 其 值 都 只 能 使 利润 变 小 .于 是 我 们 得 到 了 最 优 解 ， 它 对 应 
于 图 5.2 中 的 点 B， 并 由 于 圭 述 方程 组 右 端的 变量 在 此 阶段 全 
为 0 值 ， 通 过 在 这 些 方程 中 读 一 授 常 数 项 即 可 找 出 最 优 解 . 因 
此 ， 对 于 Chow-Down， 最 优 解 是 生产 250 包 Bow-Wow 和 100 
包 训 uff-Wuff， 这 将 产生 利润 $3800， 在 最 优 解 中 松弛 上 灾 量 
33 = 700 这 一 事实 ， 其 解释 是 第 3 个 不 等 式 约 柴 ， 即 关于 牛肉 的 那 
个 ， 是 不 起 作用 的 ， 这 有 暗示 按照 品牌 的 最 优 组 合 ， 有 700 磅 牛肉 
没有 使 用 . 相反 ， 在 最 优点 上 松弛 变量 s! 和 sz 都 是 0， 告 诉 
我 们 Chow-Down 公司 要 向 到 他 们 的 两 个 牌子 的 最 优 产 出 水 平 ， 
必须 使 用 全 部 库存 的 羊羔 网 利 鱼 . 


对 偶 和 食谱 


总 结 线性 规划 在 经 济 学 中 的 重要 性 的 最 时 的 主要 著作 之 
一 ， 是 在 1958 年 由 后 来 的 诺 贝 尔 奖 得 主 茧 纱 尔 森 中 和 R' 绍 
句 夫 {Robert Solowi， 同 他 们 的 同事 RR .多 去 晶 【Rober Dorf- 
man) 一 起 出 版 的 ， 在 这 一 著作 中 ，LP 方法 是 用 从 此 被 称 为 食 
谱 问 题 的 为 例 来 说 明 的 ， 其 叙述 如 下 

没有 一 人 每 天 要 求 一 定量 的 两 种 维生素 ，VY 和 四 .这 些 维 
生 索 从 两 种 不 同 的 食物 ， 比 如 说 奶 和 看 中 得 到 .对 两 种 维生素 


译注: Paul Anthony Samuclson，1915. 5，15 - ， 美 国 经 济 学 家 . 
1970 年 获 诺 贝尔 经 济 学 奖 . 
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每 天 的 需求 ， 在 这 些 食物 的 一 单位 的 数 其 中 每 种 维 千 素 的 告 
量 , 以 及 两 种 食物 的 单价 ( 雇 美 分 计 ) 给 出 在 下 表 中 : 


维生素 。”” 奶 中 会 是 蛋 中 含量 日 需求 
yy 2 4 40 
于 3 时 2 | | S50 

1 

单价 3 2 


目标 是 确定 每 天 应 当 吃 多 少 奶 和 蛋 ， 以 便 以 最 低 可 能 的 购买 这 
些 食 物 的 花费 ， 而 获得 最 低 限 度 的 维生素 日 需求 景 . 
令 a 表示 要 买 的 奶 的 数量 ，& 为 蛋 的 数量 .食谱 间 题 可 
以 写成 的 数学 形式 是 对 
3 +3b 

求 最 小 ， 服 从 条 件 

2a + 4 340， 

3 + 28 0, 

a, B=0. 
将 这 一 问题 留 给 读者 用 刚刚 提供 的 方法 去 证 明 该 问题 的 解 是 
oa =15，6 = 壮 ， 最 小 费用 是 51 十 美 分 ， 问 题 的 这 一 表述 强 
调 了 消费 者 的 眼界 ,他 们 希望 在 获得 必要 的 维生素 的 前 提 下 ， 
使 食品 总 花费 为 最 小 、 然 而 还 有 另外 一 种 同样 真确 的 观察 这 一 
问题 的 方法 一 一 从 食品 销售 商 的 角度 . 

考 磋 出 售 妨 和 和 蛋 给 需要 维生素 的 人 的 食品 杂货 商 . 他 知道 

这 些 食品 按 其 维生素 了 和 四 的 含量 而 有 一 定 的 价值 .食品 商 
的 问题 是 确定 出 售 价格 ， 比 如 说 每 单位 维生素 Y 为 丰美 分 ， 
单位 维生素 存 为 了 美 分 . 但 商家 受 约束 于 要 按 如 下 事实 来 定 
价 ， 即 他 不 能 将 价 定 得 高 于 奶 和 和 蛋 的 市 场 流行 价 ， 换 句 话 说 ， 
食品 商 对 奶 的 定价 不 能 高 于 每 单位 3 美 分 ， 蛋 的 定价 也 不 能 高 


于 每 单位 2 方 美 分 ， 因 如 不 然 在 一 个 竞争 的 市 场 上 商家 将 失去 
他 的 顾客 ， 然 而 同时 ， 食 品 高 又 希望 使 得 商店 的 总 收入 为 最 
大 ,这 应 是 408 + 507 ， 因 为 日 需求 是 40 单位 维生素 和 50 
单位 维生素 外， 食品 商 的 问题 从 数学 上 可 陈述 为 对 


A40% + SOY 
求 最 大 ， 服 从 条 件 
2 二 3 二 了 ， 
4 页 + 27 2， 
天， 了 关门 . 


对 比 消 费 者 的 问题 和 供应 商 的 问题 ， 发 现 如 下 值得 注意 的 事 

实 ， 即 通过 作 :下列 的 替换 ， 可 以 将 第 -个 问题 转变 为 第 .二 个 问题 : 
求 最 小 -一 -> 求 最 大 
食品 费用 ”一 一 * 价格 约束 

消费 着 和 供应 商 的 这 一 对 问题 称 为 对 惕 LP 问题 ,并且 
述 替换 表明 每 一 个 LP 问题 包含 有 两 种 完全 等 价 的 表述 : 所 请 
原 问 题 和 它 的 对 人 情 问 题 ， 前 者 为 原 米 提出 的 问题 ， 后 者 为 使 用 
刚才 给 出 的 替换 而 形成 的 问题 ， 

在 数学 上 在原 问题 和 对 偶 问 是 之 问 的 这 一 对 偶 性 ， 跟 道 
常 的 炊 氏 几何 中 在 点 和 线 之 间 的 对 倡 性 有 完全 相同 的 性 压 ， 在 
那里 ， 我 们 知道 欧 几 里 得 关于 点 之 则 的 关系 所 作 的 每 -陈述 ， 
者 可 以 用 关于 线 的 完全 等 价 的 凡 述 所 取代 、 例 如 , “两 点 确定 
-一 直线 ”的 陈述 存 其 对 偶 的 陈述 “两 直线 确定 一 点 "， 这 只 要 
将 “点 ”和 “直线 ”两 个 词 交 换 一 下 即 可 得 到 ， 数 学 中 充满 了 
这 样 的 对 偶 性 ， 此 处 给 出 的 销 损 者 和 供应 责问 题 的 对 偶 性 ， 是 
这 一 对 个 性 原理 在 线性 规划 的 专门 情况 中 的 表现 . 

此 处 给 出 的 例子 说 明了 单纯 形 法 当 它 一 般 地 应 用 在 实践 中 
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时 的 所 有 各 个 方面 ， 想 要 更 详细 地 了 解 如 何 实现 方法 的 计算 ， 
以 及 要 了 解 更 为 技术 性 的 方面 像 对 偶 忻 的 讨论 的 读音 ， 应 当 上 去 
查阅 在 文献 脏 孙 中 为 本 章 所 开 列 的 诸多 文章 和 书籍 现在 我 们 
简要 地 看 一 下 在 以 上 的 讨论 中 被 曲解 了 的 一 点 ， 即 隐 含 地 假设 
LP 问题 中 的 变 攻 无 论 何 时 都 可 以 取 任 意 的 非 负 的 值 . 


整数 规划 


观察 入 微 的 读者 会 注意 到 ， 在 狗 饲 料 混合 问题 中 ， 我 们 没 
有 明显 地 说 明 狗 饲料 的 包 作为 整个 的 单位 使 用 这 - -事实 ， 换 名 
话说 ，Chow Down 公司 不 可 能 生产 三 分 之 一 包 或 者 33 包 他 们 的 
一 种 牌子 的 狗 饲料 ， 公 司 只 能 生产 0，]1，2 或 者 某 个 其 他 的 束 
数 多 包 ， 并 且 正 是 仅 靠 对 约束 中 的 各 个 系数 的 偶然 的 -- 种 选 
择 ， 最 优 解 碰 巧 得 出 是 整数 ， 用 少量 实验 ， 胆 大 的 读者 会 立刻 
发 现 ， 在 约束 中 不 用 作 很 多 改变 ， 就 会 有 所 有 和 角 点 全 在 和 
下 的 非 整数 点 上 ， 因 而 单纯 形 法 将 产生 的 最 优 解 是 非 整数 的 . 
有 大 量 实际 的 问题 具有 如 下 特色 ， 即 只 有 当 问 题 的 变量 取 整 数 
值 时 才 是 合理 的 ， 这样 的 例子 包括 分 配 资金 于 不 同 的 投资 项 
具 ， 指 派 学 生 到 讲课 教室 以 及 工厂 中 装配 操作 的 排序 等 ， 

初 一 看 ， 人 们 会 想 ， 处 寿 整 数 约束 的 方法 是 只 需求 解 没有 
这 一 整 值 约 来 的 问题 ， 然 后 将 所 得 到 的 解 合 入 到 它 的 最 近 的 整 
数值 ， 在 几何 上 ， 这 -一 简单 化 的 方法 不 能 ]: 作 的 理由 是 ， 表 示 
LP 问题 的 解 的 角 点 ， 不 是 出 现 于 问题 中 的 判 据 函数 和 约 东 方 
程 中 的 系数 的 连续 函数 ， 因 此 ， 这 些 系数 中 任何 一 个 的 微小 的 
改变 ， 可 能 引起 解 的 从 一 个 角 点 向 另 一 个 的 “跳跃 "， 并 且 将 
一 个 非 整 数 解 作 舍 入 ， 在 数学 上 等 同 于 这 些 系 数 中 的 蘑 些 个 
“上 下 左右 急速 移动 "， 下面 是 一 个 小 小 的 例子 ， 表 明 对 这 类 束 
数 规划 问题 这 种 作 舍 入 办 法 的 恩 第 . 
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考虑 问题 为 求 
llx—-7* 
的 最 太 ， 服 从 约 东 
iDx -yy 40, 


区 二 之 < 字 . 
此 处 是 在 未 知 量 x 和 * 的 全 部 非 负 整 数值 上 求 最 大 . 
各 于 一 们 总 中 区 数 安 求 ， 并 使 用 单纯 形 法 ， 则 得 最 优 解 


= 上 史 ,y =15， 这 导致 判 据 函 数 的 值 为 字 .， 但 因为 x 不 是 整 


数 ， 我 们 不 能 接受 此 解 . x 的 最 近 的 整数 旺 5 和 6， 于 旦 我 们 
可 以 想到 试 一 试 整 数 对 x* =5,， y=15 积 x =6，y=15 作 为 问 
题 的 可 能 的 解 . 第 --- 对 给 出 判 据 值 为 40， 而 后 一 对 甚 笃 不 是 
可 行 解 ， 因 为 它 不 满足 问题 的 约束 . 照 已 判明 的 结果 ， 此 问题 
有 一 个 更 好 的 整数 对 ， 即 x =5，y = 10， 它 导致 判 据 函 数 信 为 
45, 

此 例 说 明 整 数 规划 疝 题 需要 基于 它 自 己 的 事实 加 以 论述 ， 
而 不 能 用 “将 用 单 症 形 法 得 到 的 解 会 入 到 最 近 的 整数 ”这 种 规 
则 草草 处 理 . 对 于 由 HR?'E' 哥 葛 莱 (R.E.Gomory) 和 其 他 人 所 
发 展 的 处 理 这 -- 有 生命 力 的 重要 的 一 类 最 优化 问题 的 专门 方法 
的 说 明 ， 我 们 推荐 读者 参阅 文献 且 录 中 开 列 的 资料 . 

虽然 我 们 可 以 贡献 几 倍 于 此 书 篇 幅 的 另 一 本 书 专 讲 LP 的 
各 种 扩展 和 推广 ， 开 是 此 处 篇 幅 方 击 的 考虑 只 允许 在 这 一 潍 淮 
海洋 中 作 一 小 小 的 浸 苹 .这 样 作为 线性 最 优化 问题 的 讨论 的 结 
尾 ， 我 们 考 虚 或许 是 最 重 相 的 一 类 能 用 基于 LP 的 思想 加 以 处 
于 的 专门 问题 ， 妈 网 络 流 . 


图 和 桥 


二 百 五 十 年 前 ， 现 在 的 俄罗斯 城市 加 里 宁 格 勒 ， 是 当时 德 
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国 的 东 普 和 钥 土 区 的 -部 分 ， 且 该 城市 称 作 柯 尼斯 化 .一 个 普通 
的 星期 天 下 年 ， 箱 尼斯 堡 居民 的 消 踢 是 散步 穿 过 市 中 心 ， 该 市 
被 普 需 格 劳 【Prekel) 河 分 作 两 洲 ， 在 当时 有 7? 座 桥架 于 河上 ， 
其 位 置 如 图 5.4 的 左 扩 所 示 .， 人们 同 是 否 存 在 一 条 路 线 通 过 每 
座 桥 恰好 -~ 次 、 这 廊 竹 有 些 像 一 个 地 区 玲 解 之 瀛 .伟大 的 数学 
家 欧 所 在 1736 年 听 和 到 了 关于 这 一 向 题 的 详情 ， 并 且 立 刻 看 到 
如 何 解 决 它 ， 

砍 拉 对 柯 尼 斯 堡 问 题 的 求解 的 最 主要 的 洞察 在 于 认 让 到 、 
在 这 一 问题 中 由 水 所 卉 定 的 地 块 的 大 小 和 形状 ， 以 及 桥 的 长度 
等 是 不 起 任何 作 讲 的， 寺 是 ， 他 将 此 问题 约 化 为 图 5.4 的 右 半 
所 此 示 的 图 .在 其 中 半点 表示 地 抉 ， 而 连接 结 点 的 边 代 表 祷 . 
换 句 话说 ， 欧 拉 将 地 块 简约 为 点 ， 桥 简约 为 线 ， 然 后 ， 他 和 怨 到 
一 个 结 点 可 以 是 志 ; 焉 写 种 业 型 之 一 : (a) 路 线 的 起 点 ，(b) 路 
线 的 终点 或 (e)】 中 则 结 点 .如果 是 最 后 一 种 ， 那 么 路 线 -必须 
跳 进 入 此 结 点 又 从 之 出 来 ; 因此 ， 这 样 的 结 点 必须 有 问 样 多 的 
进入 的 边 和 离 去 的 边 ， 国 此 射 入 滚 结 点 的 边 的 数目 必须 旦 侦 
数 ， 也 就 是 说 ， 该 结 点 有 偶数 阶 ， 相 反 ， 如 果 -- 结 点 是 路 二 的 
起 点 ,或 是 终点 一 -但 并 非 既 是 起 点 又 是 终点 ~ 一 则 必须 自 奇 
数 条 ， 正 是 一 条 边 射 交 它 ， 又 因为 越 每 一 桥 怡 好 一 次 的 路 绕 必 
须 有 一 个 起 点 和 一 个 经 点 ， 所 以 欧 拉 得 出 结论 说 ， 任 何 这 样 的 


店主 桥  ” 缺 匠 恬 心 


坦 世 经 的 
柯 尼 斯 便桥 


克 刑 法 间 天 上 更 呈 B 


扫 醋 雹 四 碎 标 站 


图 $5.4 柯 尼 斯 你 七 桥 


二 ” 详 广 : 原 交 当 “Guts”Gihlets Bridge，giblets 是 指 《 家 禽 的 ， nj 
食 甩 的 内 胜 、 洒 入 ， gut 十 珠 出 …… 的 内 脏 之 意 . 


路 线 将 恰好 有 两 个 结 点 是 奇数 阶 的 .但 是 考察 图 5.4 的 右 半 表 明 
在 柯 尼斯 堡 图 中 所 有 4 个 结 点 莉 有 奇数 阶 ， 于 是 不 可 能 存在 通过 
每 一 桥 恰 好 一 -次 的 路 线 ， 硕 便 说 ， 原 来 的 7 座 桥 中 只 有 3 座 〈 情 
人 人 桥 、 本 桥 种 高 桥 ) 还 在 ， 并 自 现在 有 一 条 桥 路 完 使 穿 过 上 岛 子 . 
这 样 原来 的 问题 不 再 成 为 问题 因 南 对 数学 更 坏 得 多 . 

柯 尼 斯 保 桥 问题 的 网 拉 处 理 ， 标 志 着 现在 称 作 图 论 的 学 科 
的 发 较 ， 一 个 抽象 的 图 G 是 结 点 ， 或 者 顶点 集合 VF， 连同 这 ， 
或 者 缴 集 合 中， 其 中 的 边 或 弧 是 连接 上 中 的 元 素 的 各 种 不 同 
的 对 的 ， 于是， 如 果 有 一 条 边 从 结 点 让 到 结 点 )， 则 结 点 对 
(i，j 站 属于 EE， 如 果 每 一 条 边 有 一 方向 《也 就 是 有 起 点 和 终 
点 )， 则 称 G 为 有 向 围 . 这样 一 来 ， 对 于 有 向 图 ,可 以 在 EE 
中 有 (i, 7)， 前 和， 门 却 不 在 E 中 、 

图 是 将 存在 的 从 一 地 到 他 地 的 某 种 流 一 一 物流 、 人 入流 、 资 
金 诉 、 信 息 流 一 一 的 物理 情势 作 数 学 表示 的 一 种 很 好 的 方式 . 
例如 ，- 个 食品 配售 系统 可 以 用 图 来 表示 ， 图 的 结 点 是 要 从 他 
处 提供 供应 的 各 个 城市 ， 有 某 些 结 点 是 食品 源 〈 例 如 货 栈 )， 
其 他 的 是 目的 城市 . 这样 的 图 的 边 则 代表 在 各 对 城市 之 间 存 革 
的 会 路 ”铁路 ” 航线 等 联系 ， 源 结 点 、 汇 钳 点 、 中 间 结 点 以 
及 其 间 的 联系 的 这 样 一 种 组 合 通常 称 作 网 络 . 

关于 用 这 样 的 抽象 图 作 数 学 表示 的 网 络 ， 能 够 提出 的 最 为 
和 童 要 的 问题 之 -- 是 某 种 调 品 ， 像 信息 、 物 资 、 资 金 和 (或 ) 人 
力 ， 如 何 能 最 优 地 从 网 络 的 一 部 分 流向 另 一 部 分 ， 假设 我 们 选 
定 图 中 一 个 特定 的 结 点 ， 称 作 商品 的 源 ， 商 品 通过 网 络 流向 某 
个 另外 的 特定 结 点 ， 称 之 为 汇 ， 更 在 我 们 关心 的 问题 是 ， 使 商 
品 能 够 从 源 移动 至 汇 的 最 快 的 稳 态 流 是 什么 ? 


所 以 网 络 就 流动 起 来 了 


为 求解 网 络 流 问 题 ， 我 们 所 需要 的 决定 性 的 概念 是 截 集 的 
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思想 ， 这 只 是 一 个 分 和 旬 ， 将 图 的 绪 点 分 作 两 组 P 和 FF， 设 有 
共同 元 素 ， 并 且 使 源 结 点 在 一 组 中 而 沪 结 点 在 另 - :组 由， 为 说 
明 这 -- 上 是 想 ， 图 5.5 中 的 简单 的 $ 结 点 图 示 明 一 截 集 ， 其 中 
P={s, p, 9}, Wj P= 1 1}. 

为 了 确定 能 通过 网 络 运 动 的 最 大 的 稳 态 流 ， 我 们 涡 概 谈 及 
一 个 截 集 的 容量 假 没 有 一 截 集 (P，P).、 我 们 定义 此 截 集 


的 容量 。(P，P) 为 沿 所 有 的 一 结 点 在 P 中 另 一 结 点 在 中 
的 边 的 全 部 容量 的 总 和 ， 举 例 说 ， 上 述 图 5.5 中 所 示 的 截 集 的 
容 生 让 


ce (P, PY =etflir) +e (gr +e (py £) =3+4+8= 15. 
氢 照 定义 ， 最 小 戴 集 是 有 最 小 容量 的 截 集 . 仍然 用 图 5.5 的 
例 ， 最 小 截 集 由 集 对 P= {s, gqg, rl}. 了 = {p, 1} 组 成 ， 它 的 
容量 为 13， 现在 可 以 对 网 络 流 右 题 儿 述 原理 性 的 结果 六. 

令 V* 是 在 结 点 s 和: 之 间 的 最 大 稳 态 流 的 值 ， + {P'， 
方 *) 是 分 开 * 和: 的 最 小 截 集 的 容量 .我们 有 奖 名 的 : 


L201] 最 小 截 一 最 大 流 定理 V*=ec (P'*,P'"). 


ON 截 线 
2 -一 ， 6 8 
co 一 ， | ><. 
~ 9 一 一 
位 、 4 
图 5.5 图 的 截 集 


这 一 定理 是 1L- 福 特 (Lester Ford) 和 DR: 富 克 钞 森 
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《D-R.Fuikerson) 在 1950 年 代 中 呈 证 明 的 ， 它 宣布 求 通 过 网 络 
的 最 大 流 等 价 于 求 最 小 容量 的 截 集 ， 污 者 可 以 推 想 ， 并 日 也 确 
实 是 这 样 ， 量 VF* ，P'* 和 PP "可 用 标准 的 线性 规划 方法 求 出 来 . 
通过 快速 浏览 文献 目录 中 所 开 列 的 资料 可 以 证 实情 况 的 确 是 这 
样 . 现在 ， 我 们 用 一 个 简单 的 高 速 公 路 车 流 的 例子 ,将 截 集 和 和 
流 这 些 概念 使 用 于 适当 的 地 方 . 


高 速 公路 车 流 


考虑 图 5.6 所 示 的 网 络 ， 我 们 可 以 将 之 看 作 高 速 公 路 网 络 
中 的 道路 ， 假 设 有 某 项 路 步 运动 在 进行 ， 因 此 要 作 从 结 点 ; 到 
结 点 1 的 绕 行 ， 流 动容 量 使 用 比如 说 每 小 时 多 少 个 ~-- 百 办 车 来 
度量 ， 绕 行 网 络 中 道路 的 每 一 段 的 流动 容 基 在 图 中 用 没有 圈 起 
来 的 数字 给 出 . 我 们 的 任务 是 确定 如 何 形成 绕 行路 线 以 使 通过 
网 络 的 车 流 为 最 大 .最 小 截 最 大 流 定理 昭示 我 们 如 何 去 做 这 件 
事 . 


a 
0 
图 5.6 高 速 公路 绕 行 网 络 


我 们 必须 考察 分 开 线 行 起 点 ( 结 点 *) 和 绕 行 终点 〈 结 点 
ti) 的 所 有 可 能 的 截 集 (P,P)， 这 些 截 集中 的 某 一 些 以 及 它 
们 的 容量 表示 于 表 5.2 中 ， 从 此 表 上 我 们 看 到 ， 最 小 的 截 集 有 
容量 8， 这 全 昧 着 Y=8, 及 P={s,a,b,ece, d} 和 P* = 
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tt. 利用 这 一 信息 、 我 们 可 以 从 汇 结 点 t 开始 ， 往 回 寻 找 沼 
着 网 络 的 每 -条 边 的 最 优 的 流量 ,这 在 图 5.6 中 用 黑 圈 中 的 数 
表示 出 来 ， 当 然 ， 对 半 更 大 的 网 络 ， 这 种 “亲身 试验 的 ”方法 
对 于 解 的 计算 是 太 笨 重 了 ,我们 需要 使 用 基于 线性 规划 算法 的 
更 为 系统 性 的 方法 ， 污 者 在 文献 目录 中 为 本 章 开 列 的 资料 中 梧 
以 找到 关于 如 何 做 此 事 的 更 详细 的 讲述 . 


Pp F c (P, P) 
fs. a, 总 d} - Te, i} 9 
{ss a. b+ {e, dt, rt 12 
ts} ta, b,c, di1} 10 
{s, a, $b, a, df} {:} 骂 
{ts, ul {hb, c,d,1} 14 


表 5.2 截 集 和 容量 


到 这 时 我 们 的 注意 力 一 直 集 中 于 线性 的 问题 和 线性 的 方 
法 ， 主 要 基线 性 规划 及 其 扩展 . 然而 ， 跟 这 样 的 问题 同样 重要 
的 是 ,我 们 生活 在 -- 个 非 线 性 的 世界 上 这 一 事实 .. 比如 说 ,在 
狗 饲 料 生 产 中 的 规模 经 济 ， 意 味 着 费用 不 是 按照 跟 所 生产 的 包 
数 成 比例 的 方式 增加 的 . 类似 地 ， 你 通过 一 个 传输 网 络 所 能 输 
送 的 电量 ， 当 你 将 线 的 容量 加 售 时 并 不 是 加 售 ， 而 却 是 由 于 各 
种 电阻 和 坊 热 等 因 索 ， 上 升 得 慢 得 多 .这 都 是 反映 物理 学 和 经 
济 学 的 各 种 定律 的 非 线性 效应 ， 如 此 已 经 到 了 该 换 档 的 时 候 ， 
改变 态度 与 方法 ,捕捉 这 世界 所 真正 是 的 那 种 方式 ， 而 不 是 我 
们 或 许 音 欢 它 是 的 样子 . 


民众 的 福利 


本 世纪 早期 由 、 现 代 运 动 的 建筑 学 案 们 将 他 们 的 工作 的 根 


名 译注 : 指 2 志 纪 . 
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基 科 于 科学 利 艺术 的 结合 ， 以 创造 被 设计 成 最 简单 、 最 便 呈 ， 
和 最 直接 地 同 管 住房 短缺 问题 的 建筑 物 ， 现 代 运 动 的 先入 为 主 
的 偏 抑 之 一 是 大 众 的 福利 ， 并 月 在 1931 年 ， 才 ' 格 轴 皮 所 斯 宁 . 


ta) 城市 -街区 设 让 i) 平行 入 区 设计 
图 $.7 


该 运动 的 领导 者 之 一 ， 在 一 次 演说 中 说 到 了 如 何 芒 好 地 设计 居 
住 街 区 的 问题 格 罗 皮 厄 斯 争辩 说 ， 一 种 合乎 卫生 的 生活 的 基 
本 的 东西 是 光 ， 空 气 和 宝 间 ， 比 适当 的 食物 和 有 取 仍 更 重要 .他 
继续 据 除 当时 流行 的 对 大 人 欢 住 房 的 城市 -街区 设计 ， 主 张 代 之 
以 简单 药 平 行 街区 造 房 ， 丙种 相对 比 的 风格 展 寺 于 图 5.7 中 . 
作为 格 轴 皮 顾 斯 的 战斗 导 令 的 一 部 分 ， 他 声 训 10 鞋 12 二 
的 多 层 建 筑 ， 比 3 层 划 5 层 的 较 铸 的 建筑 更 好 ， 因 为 这 可 以 二 
较 低 的 费用 为 较 高 密度 的 大 口 提供 住房 ， 而 仍然 保持 “ 光 、 空 
气 和 足够 活动 或 工作 的 空间 "特别 是 ， 格 罗 皮 后 斯 声称 为 得 
个 居住 者 提供 的 开放 空间 的 其 随 街 仪 遍 度 的 增加 府 增 加 .为 友 
持 这 一 论 着 ， 他 发 表 了 管理 平行 建 房 街区 的 三 条 规则 ， 每 -- 条 
规则 陈述 街区 内 的 楼 的 层 数 如 何 随 街区 内 的 人 口 、 街 区 所 出 据 
的 地 块 ， 或 太阳 光 射 入 每 一 街区 的 记 层 屡 地 板 的 角度 等 因素 的 


dT 这 注 ， 革 er Gropius，1883. 5，18 - 1969. 7 5， 美 藉 德 四 堵 
筑 师 和 教育 家 ， 
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一 个 而 变化 ， 用 格 罗 皮包 斯 的 规则 ， 检 验 他 的 较 高 的 街区 化 之 


较 低 的 街区 ， 就 给 每 个 居住 者 以 更 多 的 “足够 活动 或 工作 的 空 
间 ” 而 音 为 更 好 的 说 法 ， 导 致 一 个 非 线 性 规划 问题 .下面 是 格 
罗 皮 上 掺 斯 的 二 条 规则 ， 

a， 已 如 一 定 的 地 块 和 太阳 光 入 射 角度 ， 供 以 房屋 的 人 数 

哺 楼 的 呈 烙 而 增加 . 
b， 已 知 一 定 的 太阳 光 入 射 角 度 积 关 住 的 人 数 ， 要 求 的 地 
块 的 大 小 随 层 数 的 增加 而 减 小 . 

c. 已 知 地 块 相 项 住 的 人 数 ， 阳 光 入 射 角 度 随 裕 的 主 莹 的 

增加 而 减 入 ， 

格 软 皮 顾 斯 相信 ， 这 些 规则 蕴涵 建筑 物 的 最 优 高 度 应 当 在 
10 至 12 屋 之 则 .在 1930 年 代 后 期 ， 几 个 城市 住房 计划 在 这 
一 基础 上 制订 了 了 出来， 并且 在 二 战 之 后 的 重建 中 ， 通 及 欧洲 的 
许多 政府 设计 了 结 含 以 格 罗 皮下 斯 规则 的 太 众 住房 . 但 他 是 下 
确 的 吗 ? 我 们 转向 最 做 化 理论 并 看 一 看 这 对 不 对 . 

在 格 容 皮下 斯 的 规则 中 有 三 个 独立 变量 : 

P; 给 以 住房 的 人 数 . 

4: 地 块 面积 ， 

7: 阳光 入 射 角 的 正切 . 


这 些 变 量 影响 因 变 是 *， 每 一 住房 街区 的 楼 屋 数 另外， 在 下 
列 参数 和 常数 : 


: 繁 个 街区 的 宽度 . 


a 
5b: 每 个 居住 者 的 地 板 面 积 .， 
{; 繁 个 街区 的 长 度 . 

zs: 街区 闻 的 距离 . 


3; 每 层 楼 的 高 度 ( 为 3 米 ). 
所 有 这 些 变量 和 参数 显示 在 图 5.8 中 . 


图 S.8 格 姑 上 庶 尼 期 住房 模型 中 用 的 变量 


为 了 看 一 香 格 罗 皮 万 斯 就 其 10 至 12 居 的 建筑 给 出 最 优 的 
室 闻 的 信念 是 否 正 人 备 ， 我 们 使 用 地 块 面积 比 (SAR)， 它 是 :人 


均 面 积 ， 或 4z“P， 很 明显 它 网 人 大口 密度 成 反比 ， 使 用 事实 
P= ailrb, 
和 = Cets), 
{=3x/s, 


我 们 发 现 


is {tal + 3x) 
PnP (ix ， 

格 罗 皮 厄 斯 的 说 法 是 对 于 不 次 的 人 口 密度 (或 SAR)， 人 鼎 开 
放空 间 随 楼 的 层 数 面 增加， 并 且 在 近似 10 到 12 层 时 达到 其 最 
大 值 . 

开放 空间 的 量 用 每 个 街区 的 长 度 乘 以 街区 间 的 距离 ， 诚 
x 给 出 ， 内 此， 为 得 到 人 雹 开放 空间 基 ， 或 者 “开放 空间 上 比 
《OSR)” ， 我 们 所 必须 做 的 全 部 事 傅 是 将 这 个 量 被 P 除 ， 媳 被 
供 以 住房 的 人 数 除 . 产生 0SR = srP， 人 我 们 可 以 将 P 的 天 
达 式 〔〈 了 几 才 给 出 的 已 = at) 代入 到 公式 中 ， 得 到 


USR = 2 -= 此 


人 
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因为 SAR 定义 作 47P， 这 导致 关系 式 


1 1 > 
= ot + st 一 pe 三 Es! 三 DSR. 


保持 人 口 密 度 ( 亦 地 SAR) 不 变 ， 我 们 看 到 0SR 的 确 将 尊 奈 
数 = 的 增加 而 非 线 性 二 增加， 进而、 最 大 的 OSR 等 于 大 口 密 
度 并 且 出 现在 层 数 * 为 无 穷 时 ， 这 样 格 罗 皮 厄 斯 就 他 的 第 一 
个 断言 是 正确 的 ， 即 街区 越 高 CSR 越 大 .但 这 不 是 全 部 的 情 
况 ， 我 们 仍然 必须 考察 他 的 10 至 12 层 是 建筑 物 的 最 优 遍 灾 的 
说 法 . 

为 籁 这 件 事 ,我 们 置 某 些 真 实 的 数 于 这 些 公式 中 .村 于 
SAR 的 值 ， 考 虑 当前 的 人 后 密度 ， 这 看 来 是 在 从 香 洪 的 -一定 
是 最 坏 的 住宅 区 的 千 人 大 的 54 所 ， 到 松散 城市 如 亚 尼 或 洛 杉 
碘 的 每 人 $400 估 左右 这 一 范 霄 内. 图 5.9 表现 了 对 低 SAR 利 
评 SAR 两 种 情形 所 获得 的 OSR. 该 图 所 告诉 我 们 的 是 ， 示 非 
常 高 的 人 口 密 度 〈 低 SAR)》 及 低 值 【 亦 即 非常 狭 宰 的 什 处 ) 
的 情况 ，OSR 在 高 至 大 约 六 层 就 非常 接近 于 它 的 最 大 秆 ， 相 
反 ， 对 于 非常 高 的 居住 者 人 均 地 板 面 积 5 值 (也 就 是 宽 半 的 
住宅 )， 则 甚至 在 20 雇 时 QSR 仍 不 能 接近 最 大 值 . 但 是 等 目 
标 是 一 低 密 度 城市 ， 有 高 OSR 值 ， 该 图 显示 ， 对 于 狭窄 的 和 
宽 阅 的 住宅 两 种 情况 ， 在 6 到 8 层 直 右 OSR 已 接近 于 最 大 值 ， 
这 样 一 来 ， 格 罗 皮 顾 斯 的 结论 看 来 当 用 于 高 密度 城市 日 为 沉 阐 
住宅 的 情形 时 ， 是 相当 正确 的 . 但 是 在 所 有 其 他 情况， 看 来 是 
以 格 罗 皮 厄 斯 所 建议 的 高 度 的 大 约 一 半 作 为 建 街区 住房 的 i 标 
会 好 得 多 . 

格 罗 皮 厄 斯 建 房 问 题 是 无 约束 非 线 性 最 优化 问题 的 一 个 倒 
子 。 因 为 开放 空间 比 OSR 和 楼 层 数 x 之 间 的 关系 不 是 线性 的 ， 


SAR 
024681012141618 20 22 
*r 楼 层 数 
3525 低 4( 黎 守住 宅 ) 
天 4 各] es; 
450 * 


高 故 425 “高 5( 宽 阅 住 宅 ) 


0 2 4 6 81012141618 有 0 2 
,楼 层 数 


图 5. 对 应 SAR 和 二 的 高 低 香 的 住房 街区 的 OSR 


而 宁可 说 是 反比 例 的 ， 大 多 数 的 最 优化 问题 涉及 某 种 有 限 供应 
的 资 训 

的 解 都 必须 满足 的 资源 约束 ， 这 样 对 随后 的 几 页 篇 焉 我 们 的 任 
务 是 概述 一 些 思想 ， 炒 解 有 非 线性 的 判 据 函 数 和 《或 ) 非 线性 
约束 的 问题 的 方法 发 这 些 媚 想 为 基础 ， 


登山 


考 菩 徒步 旅行 者 启 逢 尔 特 (下 简称 “司徒 ") 所 面临 的 傅 
况 ， 他 正在 息 本 地 的 一 座 山 峰 . 司徒 有 一 幅 地 图 和 一 个 指南 


针 . 但 当 他 踏 上 登山 之 路 时 ， 天 等 帘 降 ， 除 了 紧 贴 眼前 的 什么 
也 看 不 见 ， 这样 他 应 当 如 何 前 进 呢 ?在 他 想 候 可 能 快 地 到 达 山 
顶 这 一 假设 下 ， 对 司徒 来 说 一 个 好 的 做 法 是 开始 步行 直 塌 山 
项 . 这 就 是 说 沿 着 最 际 的 上 升 方向 前 进 ， 和 参阅 他 的 地 图 ， 司 徒 
知道 这 一 方向 是 在 罕 过 他 当前 位 置 的 等 高 线 的 垂直 方向 ， 浴 此 
最 速 上 升 瞩 | 身 司 秆 的 高 度 增加 的 速度 称 为 身 度 . 显然 如 果 没 有 
局 部 反 威 的 副 高 峰 ， 通 过 总 是 洗 梯 霸 的 方向 移动 他 最 终 将 到 达 


图 5.10 浴 梯 各 方 启 辣 中 


山顶 ， 在 这 种 情况 下 梧 徒 所 退 随 的 一 般 路 线 是 如 如 在 图 5.10 
.208] 中 的 A-B-C-D-S， 

求解 非 线性 最 优化 辣 题 ， 我 们 下 以 仿 笋 司徒 在 攀登 币 烽 时 
所 使 用 的 方法 ， 想 象 判 握 了 活 数 了 的 值 是 可 徒 的 “高 度 ”"， 月 问 
题 的 变 基 的 值 表示 他 的 “位 置 "我们 计算 判 据 函 数 在 他 当前 
的 位 置 ， 点 * 的 梯 矢 ， 它 告诉 梧 幼 从 部 一 点 使 了 增加 版 快 
的 方 同 . 这 样 如 果 汪 看 欧 昌 ， 早 速 上 着 法， 或 青 梯 度 法 的 : - 股 
算法 旭 下， 

1. 从 任意 一 点 xu 开始 ; 


一 210 一 


2.， 计算 了 在 xn 点 的 梯度 ; 

3. 党 梯度 的 方 向 取 太 小 为 衣 的 步 移动 到 新 点 x)， 其 中 全 
是 一 小 正 党 数 ; 

4. 重复 步骤 【3) 和 (3) 直到 到 达 一 点 x“"， 在 该 点 的 
梯度 为 曲 . 


上 上 述 过 程 产生 的 迹 线 十 分 像 图 5.10 中 司徒 的 碟 登 用 线 
然 页 ， 伴 随访 方法 的 -一 个 严重 的 困难 是 它 纯粹 是 一 个 在 下 述 剖 
六 上 的 局 部 方法 ， 副 总 是 在 离开 始点 最 近 的 一 个 峰 点 终止 ， 于 
基 ， 除 非 判 据 函 数 上 有 和 某 些 专门 忻 质保 证 它 只 有 -个 局 部 最 
大 ， 我 们 永 还 不 能 保证 习 产 法 的 终止 点 失真 的 全 局 最 大 . 因 
此 ， 妃 随 梯 度 的 登山 阁 式 许 会 陶 在 附近 的 t 帆 头 或 山 准 的 硕 端 ， 
而 不 能 到达 顶峰 . 

处 理 这 -- 困 难 的 -- 种 显然 的 办 法 是 使 用 下 述 方 法 ， 随 机 上 地 
选 拼 几 个 点 必 为 开始 点 ， 然 后 扰 从 这 些 点 开始 用 最 连 上 升 法 是 
停 在 的 点 中 产生 最 良 值 的 一 个 作为 解 ， 伯 使 用 这 一 方法 我 们 也 
会 过 到 县 烦 ， 央 为 痊 - -个 有 几 百 个 其 亩 几 干 个 变量 的 间 题 由， 
为 获得 可 能 路 线 的 ”个 有 代表 忻 的 样本 ， 这 一 方法 可 能 雪 眶 括 
常 太 数 目的 开始 点 ， 这 本 筷 又 会 导致 不 引 接受 的 计算 时 间 明 ， 
来 追随 梯度 过 程 太 所 有 这 些 不 同和 的 开始 点 到 终止 点 ， 击 二 ， 若 
据 函 数 的 结构 可 能 会 在 下 述 意 多 下 与 我 们 作 准 ， 即 它 可 能 有 
条 “上 山 崔 "， 订 此 山内 最 连 上 升 法 阶 住 不 动 ， 在 这 种 情况 下 ， 
我 们 需 权 专 门 的 方法 使 过 程 “ 松 开 "， 重新 站 到 前 进 轨道 上 来 :. 
读者 在 文献 目录 中 可 以 找到 这 些 材料 的 说 明 . 

铀 下 一 个 不 今 人 恰 快 的 事实 是 ， 没 有 非常 好 的 方法 性 求 … 裔 
的 非 线 性 最 优化 问题 的 解 ， 近 平 最 好 的 业已 发 明 的 一 般 方法 是 访 
样 的 ， 它 依赖 于 将 原 站 是 媒人 到 一 族 问 题 中 ， 然 后 发 展 连 接 族 中 
一 成 员 同 其 他 成 员 的 关系 .如 果 这 能 卸 练 地 和 做 到 ， 且 使 :个 族 员 
是 容易 求解 的 ， 则 这 些 关 系 就 可 以 用 于 从 容易 问题 的 解 前 进 到 原 
问题 的 解 。 这 是 潜伏 二 动态 规划 这 一 在 所 有 最 优化 方法 中 是 最 为 
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灵活 和 最 强 有 力 的 方法 背后 的 最 为 重要 的 思想 .动态 规划 在 统计 
学 家 A: 杞 尔 德 (Abrahur Wald》 的 工作 中 有 它 自己 的 起 源 ， 这 工 
作 是 研究 为 确定 必须 抽样 多 少 件 ， 以 便 满足 给 定 的 质量 控制 水 平 ， 
而 需 用 的 决策 方法 的 . 但 是 直到 1950 年 代 早 期 ，R :贝尔 受 
{Richard Bellnaany 使 用 动态 规划 称呼 产生 于 最 优 控 制 理 论 ，、 对 第 
论 、 生 产 和 排序 过 程 以 及 远 为 蝎 多 的 领域 中 令 人 炫 有 日 的 大 量 问 题 ， 
才 表 明了 这 -- 根 本 思想 的 重大 的 一 般 性 .我 们 通过 考察 某 些 促 题 
看 看 该 方 法 是 如 们 工作 的 . 


网 络 中 的 路 线 


流 问 题 涉及 商品 通过 网 络 的 通道 .但 我 们 所 关心 的 常常 是 人 
的 或 者 信息 的 ， 而 不 是 商品 的 通道 ， 大 概 最 常 出 现 的 这 类 情况 是 ， 
我 们 想 要 从 网 络 的 - -部 分 运动 到 男 一 部 分 ， 而 花 最 小 的 费用 一 一 
时 向 、 资 金 . 能 和 量 ， 或 者 某 种 其 他 资源 ， 这 导致 被 称 之 为 路 线 选 
定 问题 的 一 种 要 考 虚 的 事 ， 下 面 是 一 个 简单 的 例子 . 


四 域 市 空运 问题 
考 虞 服务 于 4 城市 的 航空 公司 ， 它 的 从 城市 i 到 城市 j 的 


飞行 时 间 《 以 小 时 计 )， 是 下 列 和 矩阵 的 第 i 行 第 j 列 的 元 : 
1 2 3 4 


I 呈 
局 一 全 
上 
一 
一 Lo 


4"1 2 3 0j 
因为 会 有 由 于 地 勤 服务 问题 和 /或 任意 一 了 籽 的 天 气 所 造成 的 延 
误 ， 从 一 市 到 另 一 市 的 最 短 转移 时 间 可 能 不 一 定 是 直 号 ， 而 可 
能 包括 通过 中 间 城 市 的 间接 运行 ， 这 样 我 们 假设 该 航空 公司 想 
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刻 在 已 知 上 述 的 任意 -对 城市 间 转 穆 时 间 的 情况 下 ， 计 算 从 二 
~- 城 市 到 达 城 市 4 的 最 短 时 间 . 我 们 首先 概述 解 所 有 这 样 的 问 
题 的 动态 规划 方法 ,然后 再 回来 对 照 4 城市 问题 使 用 这 一 方 
法 . 
假设 有 一 A 个 城市 的 网 络 . 为 符号 的 简易 起 见 ， 我 们 以 
1，2，…， 真 林 记 城市 ， 并 设 6 为 从 城市 i 到 城市 j 的 寓 用 . 
我 们 想 找 出 比如 说 从 城市 1 到 城市 六 的 最 小 费用 路 线 ， 使 用 
动态 规划 ， 可 以 容易 地 以 于 列 方式 解 此 问题 . 
定义 量 
1"= 从 城市 到 城市 N 的 这 多 有 r 次 中 停 的 
能 小 费用 路 线 费 用 ，r =0，1，.…， 上 一 2. 


显然 ， 如 果 在 从 城市 到 碱 市 N 的 路 线 上 没有 中 停 ， 则 最 小 
费用 就 是 从 城市 & 直 接 到 城市 的 费用 ， 由 函数 产 ( ”的 定 文 ， 
这 意味 着 总 = bin. 

现在 假设 我 们 从 城市 去 到 一 个 中 间 城 市 由 定义 ， 久 
一 转移 的 费用 是 &， 并 二 我 们 已 经 “ 花 掉 了 ”在 比如 说 包 恬 
最 多 了 个 这 种 停顿 的 硫 小 费用 旅行 中 的 -- 次 中 停 ， 现 在 我 们 面 
对 的 是 最 多 有 - 1 次 中 停 的 从 城市 ; 到 城市 NN 的 最 小 费用 路 
线 问题 ,但 由 定义 .这 一 最 小 费用 从 是 5 将 这 些 考 察 结 
果 放 到 一 起 ， 导 出 不 等 式 

styt+ ht, 
一 个 对 任意 被 选 作 我 们 从 城市 出 发 的 旅行 的 第 一 停 站 的 天 
市 7 所 必须 成 立 的 关系 式 ， 如 果 我 们 现在 这 样 选择 城市 7， 以 
使 得 这 不 等 式 的 右 端 为 最 小 ， 亲 导向 这 -… 族 问题 的 基本 方程 
1 = min [sy + D1'). (+) 

从 没有 中 停 《+ = 0) 的 旅行 开始 ， 我 们 有 函数 hj = av， 这 
是 由 观察 得 到 的 .使 用 这 一 函数 ， 下 一 次 置 + = 1 并 且 从 方 各 
(* ) 计算 ?9， 这 一 函数 则 使 我 们 能 计算 函数 天宫 ， 如 此 继续 . 
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因为 任何 旅行 的 最 大 中 停 站 数 是 N -2， 所 以 这 一 过 程 在 一 个 不 大 
于 入 -2 的 7 值 上 - 收 合 ， 此 时 我 们 不 仪 有 最 优 徒 函数 . 它 告诉 我 
有 从 城市 上 到 城市 NY 的 旅行 的 最 小 费用 ， 而 王 有 最 优 策略 吓 数 ， 
记 为 六 ()， 告 诉 我 们 汉 发 现 自己 在 城 巾 下 时 . 下 - 步 应 该 公吨 
个 城市 . 并 筷 这 对 于 所 有 城市 上 = 1，2，…， 成 立 ， 现 在 我 们 
用 这 些 一 般 思 想来 解 空运 排序 的 例子 ， 

首先 作 和 容易 的 计算 、 寻找 最 优 香 涛 数 二 :2 和 最 优 策 歼 函 
数 广 6)， 当 然 站 = xs， 市 最 优 策略 在 你 被 企 许 不 中 膏 时 
就 怡 是 旦 接 从 你 所 在 的 城市 去 城市 4， 这 些 普 氏 立 刻 产 生 表 
5. 3 中 所 示 的 结果 

其 次 ， 对 上 上 = 1，2，3 和 和 4 计算 及 与 之 相 结 合 的 最 优 
策 路 函数 . 于 是 .当下 =1， 我 们 有 


1 = mintiy, + 0 
J “ 


和 站) 个， 
Vg la} 


=miniiti+ T2011 + 了 3 
=min}l +2,24+1,34+0| 
= 3. 


这 样 一 米 ， 六 = 3 至 为 对 j = 2，3，47 的 任 一 选择 都 卉 到 
该 值 ， 所 以 有 六 {1) =2，3 或 4G， 继 续 之 ， 得 到 表 5.4. 


一 他 
城 于 才 Fa 了 
1 3 4 
2 2 4 
3 1 4 
4 0 4 


表 5.3 最 优 值 和 策略 函数 


名” 详 注 : 原 书 比 处 答 数 有 误 ， 译 者 作 了 收 动 . 
名 ”译注 ; 振 书 此 处 等 闭 有 误 ， 译 者 作 了 改动 . 
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3 2，3 或 二 
2 2 3 或 二 
3 | 4 
+ 0 4 


表 5.4 最 优 值 和 策略 函数 


比较 点 5.3 和 5.4， 我 们 看 到 兵种 = 天 人 央 此 ， 过 程 己 
收 敏 ， 它 意味 着 邮 ， = 0 (也 就 是 没有 中 停 ) 相 结 合 的 最 优 费 
用 和 策略 ， 对 于 这 一 特定 的 简单 城市 网 络 基 最 优 的 . 换 与 ] 活 
说 ， 对 这 一 网 络 ， 从 任意 城市 到 城市 4 的 最 小 费用 路 线 ， 是 我 
们 所 称 的 “ 董 断 解 “: 沿 此 路 线 直 接 去 城市 4 而 不 经 过 任何 其 
他 城市 . 当然， 在 包含 儿 十 个 ,或 其 至 数 以 百 计 的 城市 的 较为 
复杂 的 网 络 中 ， 我 们 可 以 预期 从 一 城市 到 另 一 城市 的 最 小 费用 
要 涉及 一 批 中 停 ， 事实 上 ， 这 一 点 的 一 个 好 例子 是 现今 航空 膨 
价 的 形成 方式 . 因为 最 便宜 的 机 票 通 常 包 括 在 一 个 航运 “中 
心 ” 转 机 ， 而 不 是 直接 去 到 你 的 目的 地 .现在 我 们 使 用 同一 -个 
一 般 的 财 入 思想 ， 处 理 在 本 章 前 段 讨 论 过 的 资源 分 配 问题 的 一 
个 稍微 更 实际 -一 些 的 变形 ， 


让 你 的 投资 获 利 最 大 


假设 你 是 一 个 投资 者 ， 支 配 一 定数 量 的 资金 ， 你 可 以 作 种 
不 同 的 投资 ， 从 高 风险 、 高 产 出 的 投机 ， 像 莫斯科 的 房地产 ， 到 
中 等 风险 、 中 等 产 出 的 蓝筹 股票 ， 直 到 无 风险 、 低 产 出 的 政府 债 
券 . 假设 在 你 支配 下 有 总 量 为 了 美元 的 投资 资本 ， 并 假设 已 知 这 
NN 种 可 能 投资 的 每 -种 的 预期 利润 率 ， 那 么 你 的 问题 是 在 这 种 
可 能 的 投资 中 ， 如 何 分 配 你 的 资本 ， 使 得 年 利润 为 最 大 ， 下 面 是 
这 类 问题 的 一 个 简单 例子 ， 它 再 次 表示 动态 规划 的 运作 . [213] 
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没有 N = 3 种 不 问 的 投资 : 股票 、 债券 和 商 遇 .进而 ， 设 
投资 股票 y 苹 毛 户 牛 年 利润 g，(*) 美元 .类似 地 ， 投 资 于 债 
券 y 美 邱 产 生年 利润 ga (7 7， 铅 在 商品 上 同样 数 生 的 投资 导 
致 每 年 g3《y) 美 元 的 利润 ， 如果 我 们 分 本 xs 美元 于 股票 ，xe 
美元 十 债 养 . x， 美元 于 商品 投资 , 则 问题 成 为 使 总 利润 
gr Crs) + 2 Cap + Ea (we) 为 最 大 ， 服 从 的 约 率 是， 我们 
不 能 投资 多 于 我 们 所 有 .数学 上 这 表现 为 不 等 式 xs + ap tx 
扫 二 下面 是 如 何 用 动态 规划 解 此 问题 . 

首先 ， 我 们 广 意 如 果 股 票 是 公有 的 吉 作 的 投资 (= 1 的 
情形 )， 则 问题 是 容易 的 . 我 们 只 要 使 g， (xz ) 在 满足 0ssxs 
二 下 的 所 有 投资 水 平凡 上 为 最 大 ， 其 次 我 们 看 到 该 投资 门 题 
的 解 依 赖 于 可 作 投 资 的 数目 NN 和 总 资本 站 一 者， 这 样 我 们 来 

1 (六 ) = 在 有 3 种 司 能 的 投 完 和 大 美 
元 资本 可 用 时 的 最 大 可能 利润 ， 


玻 在 想象 我 们 分 配 xc 于 投资 六 =3， 即 商品 ， 作 为 这 - -分配 的 
结果 出现 两 件 事 : (a} 可 用 资本 三 至 六 -xc，(b) 这 些 资 
本 能 分 配 到 的 投资 机 会 的 数目 从 入 =3 减 至 和 N=2， 而 且 . 无 
论 向 商品 【投资 机 会 3) 分 配 怎样 的 xr ， 剩 下 的 资本 必须 被 用 
插 使 在 琴 种 剩 下 的 投资 形式 ， 股 票 和 债券 上 的 总 利润 为 最 太 ， 
这 是 贝 泉 受 所 命名 的 “最 优 性 厌 理 ”的 一 个 具体 的 例子 ， 粗 酷 
地 讲 ， 它 说 “最 优 策 略 的 任何 朗 分 必须 是 最 优 的 "，-- 个 几乎 
是 自明 的 真理 ， 一 一 介 却 是 一 于 能 几 以 产生 巨 太 的 实 隐 利益 的 
原理 . 

我 们 可 以 援引 最 优 性 原理 来 表示 上 述 论 述 ， 用 符 台 请 证 成 
为 厂 () Ba) + (XX-xe)， 这 从 现 数 1; (xX) 作 
为 可 用 资本 总 量 为 的 :投资 过 程 的 最 大 可 能 科 润 的 定义 可 
立刻 推出 . 这 一 个 等 式 对 给 商品 的 任意 分 配 糯 xi 都 必须 成 
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立 ， 这样 我 们 显然 坚 到 选择 xc 以 使 上 述 不 等 式 的 和 右 问 取 巧 
大 . 这 时 化 让 列 的 惰 系 一 楼 资 机 会 的 分 所 过 程 周 有 了 两 项 投资 可 
作 的 分 配 过 程 的 方程 

Iy (xX) = Max, “ga (Cx) rl (Ye N>1. 


(rE) 
像 上 面 注 明 的 ， 容 成 计算 [1 (于) 为 
六 《TY =, max 名 | (xe). (PIPE) 


方程 (RE 和 (FRYR) 叮 以 用 于 按 下 列 方 式 求解 原来 的 
投资 问题 ， 首 先 ， 月 方程 (B89E) 确定 图 数 后 (XX) ,这 注 议 对 
资本 说 的 每 一 可 能 秆 求解 一 -个 最 优化 问题 ， 使 用 肾 数 1 (1%)， 
我 们 立刻 用 方程 (9R) 确定 也 数 1，! XX) 知道 了 有 晴 数 (和)， 
就 立刻 中 以 确定 因数 训 语 ) ,这 -过 程 所 实现 的 是 取 和 包谷 特 定 
数 是 的 资本 和 固定 的 投资 机 会 数目 的 珠 癌 题 ， 将 之 戏 入 钙 - 个 
问题 族 之 中 ， 族 中 判 吉 其 可 用 资本 和 可 人 投资 数 日 二 者 名 可 宇 
化 ， 方程 (FE) 和 (E98E) 提 供 了 了 -种 方案 ,用 它 我 们 可 以 前 出 
这 … 族 问题 ， 解 明基 呈 由 二 以 准确 摘出 十 兴趣 的 那 特定 的 - 个 
的 解 ， 

主 述 分 配 过 程 和 路线 选 定 揣 题 的 例子 ， 仅 是 开始 提出 二 以 
用 动态 规划 去 处 理 拘 最 优化 问题 的 简 甘 最 优 控制 过 程 ， 拘 信 
最 小 能 最 将 局 虹 送 入 符 定 轨道 ， 有 随机 恋 落 的 诸如 有 克 险 支付 
的 投资 的 问题 ， 涉 及 像 对 策 论 ( 见 第 1 章 ) 的 最 太 最 小 于 样 的 
非 通 常 判 据 的 问题 准 ， 部 在 此 理论 的 范围 之 内 ， 这 样 为 什么 我 
们 不 几 动 态 规 划 作 为 各 类 最 优化 同 题 的 通用 的 万 是 药 呢 % 秽 尝 
过 由 风水 志 所 命名 的 “ 继 数 灾 ” 来 给 出 ， 这 一 和 名称 指 的 是 ， 骨 
动态 规划 解 一 个 问题 所 需要 的 计算 机 资源 ， 随 问题 规模 的 增 拓 
而 量 指 数 增长 ， 文献 日 并 中 开 列 的 赛 料 给 出 对 我 们 达到 明基 化 
超脱 状态 的 这 - -障碍 的 :个 区 分 名 解释， 
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说 明 : 下 面 列 出 的 参考 文献 不 是 我 在 写本 书 时 查阅 过 的 每 
个 资料 的 详尽 无 遗 的 记述 ， 就 像 在 研究 专著 或 学 术 著 作 中 应 有 
的 怡 当 和 准确 无 误 的 那样 ， 而 只 是 在 很 太 程度 上 打算 作为 文献 
的 线 案 ， 因 此 ， 本 文献 目录 是 由 为 获得 本 书 中 考虑 的 主题 的 更 
多 细节 以 及 为 研究 由 于 篇 幅 限 制 或 由 于 所 要 求 的 专业 基础 的 水 
平 超出 了 本 书 规定 的 读者 范围 而 未 在 本 书 中 考虑 的 许多 主题 的 
读者 想 要 查询 的 论文 、 图 书 和 文章 的 多 少 有 点 折 中 的 收集 组 成 
的 .下面 列 出 的 材料 多 多 少 少 是 按 主 题 在 正文 中 出 现 的 顺序 排 
列 的 . 


第 1 章 对 策 论 


Williams, J. The Compleat Strategyst. New York: McGraw-Hill， 
1954. 《中 译本 : [ 美 ] J"D: 威 廉 斯 闭 ， 全 能 战略 家 一 一 对 
策 论 入 门 . 王 学 拆 译 ， 福 建 人 民 出 版 社 ，1984.) 差 不 字 
任何 能 数 数 ， 作 加 、 减 法 的 人 都 易 懂 的 纯粹 解释 性 的 阐 
述 ， 该 书 用 许多 解释 性 和 有 趣 的 例子 给 出 了 对 策 论 的 富有 
启发 而 有 趣 的 阐述 . 

Thomas, L. C. Games, Theory and Applications. Chichester, 
England: Ellis Horwood，1986. 是 一 本 关于 对 策 论 的 一 流 
的 大 学 生 - 研究 生 教 材 ， 其 中 有 包括 本 书 采 用 的 战斗 机 和 
变 炸 机 对 策 在 内 的 许多 例子 . 有 应 用 线性 规划 来 计算 一 般 
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两 人 淮 和 对 策 的 最 优 混合 策略 的 概 好 的 讨论 . 还 包 折 n 
大 合作 对 策 的 很 好 的 陈述 . 

Von Meumann，J， ad OO. Morgenstern. Theory of Games amd Leo- 
nomic Behavior. Princeton, Nj: Prinveton University Press, 
1944. 《中 详 本 ; J* 汉 : 诺 仿 曼 ，0 -葛根 斯 十 善 ， 竞赛 与 
经 济 行为 ， 王建华, 顾 和 传 麻 译 ， 科 学 出 版 社 ， 北 京 ， 
1963.) 这 是 一 本 经 典 著 作 ， 由 此 整个 对 策 论 的 领域 发 展 
到 了 几乎 完全 成 熟 的 阶段 . 

Colman, A. Came Theory amd Experimenial Games. Oxford: Perg- 
amon Press，1982， 本 书包 含 大 量 的 ， 特 别 是 在 社会 科学 
和 行为 科学 中 起 积极 作用 的 对 策 论 的 例子 . 

ones, A. Game Theory. Chichester, Fngland: Ellis Horwood ， 
1980， 这 是 一 本 闭 名 的 着 重 在 数学 方面 介绍 对 策 论 的 书 ， 
书 中 包含 本 书 中 讨论 的 康 科 德 军火 库 对 策 . 

Von Neumann, J. “Zur Theorie der Gesellschaftsspiele.” Moaikh. 
Annalen，100 (1928)，295 - 320. 极 小 极 大 定理 的 洱 * 诺 
贫 虹 的 原始 证 明 . 

Brams, SS. Game Theory and Politics,. New York: Free Press, 
1975. 本 书 讨论 了 大 量 的 充分 渗透 对 策 理论 思想 的 涉及 军 
事 和 国际 关系 局 势 的 例子 ， 包括 本 书 中 讲 的 古巴 导弹 危机 
对 策 . 

Game Theory and Related Approaches to Social Behavior, M. Shu- 
bik, ed.，New York: Wiley，1964. 许多 对 策 论 早期 研究 
工作 ， 特 别 是 与 社会 科学 和 经 济 学 中 冲突 局 势 有 关 工 作 的 
出 色 综 述 . 

Shubik, M. Game Theory in the Social Sciences. Cambridge, MA: 
MIT Press，1982， 和 作为 一 般 性 地 应 用 于 政治 学 、 经 济 学 和 
社会 领域 的 对 策 论 各 分 支 的 一 流 的 综述 . 

Rapoport, A. and A. Chammah. Prisoner’s Dilemma: A Study in 
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Conflict and Cooperation. Ann Arbor, MI: University of 
Michigan Press ，1965 对 雇 各 种 方式 表现 的 因 徒 两 难 村 策 
的 充分 而 又 完 侈 的 讨论 . 

Maynard Smith, ]. Evolution and the Theory of tames. {am- 
bridge: Cambridge University Press，1982. 关于 进化 稳定 第 
赂 及 其 在 种 群生 态 学 中 应 用 的 权威 性 研究 工作 . 

Axelrod, R. The Evolution of {Cooperation. New York: Basic 
Books，1984. 关于 和 迭代 内 徒 两 难 对 策 对 局 策略 的 极 有 吸 
引 太 的 计算 机 实验 的 第 一 手 陈 述 . 


第 2 章 拓 扑 学 


Shasbkin, Yu. Fixed Points. Providence, RI: American Mathe- 
[218| matical Society、1991. 这 是 一 -本 从 俄 文 翻译 过 来 的 拉 ， 是 

专 为 优 范 中 学 生 写 的 介绍 性 的 书 . 书 中 有 许多 儿 何 的 酒 罕 
以 及 很 多 挑战 性 和 和 发人深省 的 避 是 . 

Stewart, 1. Concepts of Modern raipemaztics 。 London: Pengunn， 
1975 (Paperback edition; New York; Dover, 1995}. 这 个 软 
皮 本 小 书包 含 现 代数 学 的 大 量 全息- 一 包括 以 作者 的 讽 与 
伦比 的 方式 写成 的 有 关 扫 扑 学 的 中 章 ， 对 门外汉 府 诗 念 直 
来 不 太 轩 礁 ， 对 专家 来 说 双 不 太 肘 浅 . 我 竭力 推荐 本 节 . 

Jacobs, K. fnnitaiion to Hathematics. Prinveton, lj: Princeton U- 
niversity Press，1992 .为 受过 教育 的 门外汉 写 的 有 关 现 代 
数学 许 包 重要 课题 的 第 一 流 的 介绍 性 图 书 . 比 前 面 那 本 书 
稍为 专门 一 点 ， 但 仍 有 具有 往 好 的 时 讶 性 ， 本 书包 含有 关 扫 
扑 学 的 精彩 一 童 ， 

Hansen, VY. Geometry tn Nature, Wellesley, MA: a. K. Peters, 
1993. 有 关 几 何 学 此 其 用 于 研究 物理 世界 的 -本 特别 好 的 
引 论 性 图 书 . 该 书包 括 了 关于 曲面 的 拓扑 学 以 及 罕 变 的 析 
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扑 学 的 出 色 的 -- 章 . 

Alexandruff, P, Elementury Concepts of Topology, New York:; 
Dover，1961，-- 本 以 天 学 生 可 以 接受 的 水 平 于 的 稚 度 不 
大、 直观 的 只 有 60 页 的 折 扩 学 引 沦 . 

Arrow, K. and F. Hahn. {enera! Competitive Analysis. Amsterdam: 
North-Holland ，1971，- 一 般 平 衡 分 析 的 经 典 的 数学 论述 . 
Debreu, G. “Four Aspects of the Mathematical Theory of Economic 
Faquilibrnia.™ Proe. fini. Congress of Mathemaricians. Van- 
courer, BC; Ganadian Mathematical Congress, 1974, 65 一 
77. 有 关 -- 般 平移 理论 的 ， 数 党 的 、 很 好 的 、 但 相当 专门 

的 综述 . 

Smart, DPD. R. Fixed Poimt Theorems. Cambridge: Camhridge 四 
versity Press ，1974、 有 关 不 动 点 的 大 多 数 蕊 知 数学 结果 
综述 .相当 专门 ， 只 对 专业 人 员 有 用 . 

Brouwer，[. FE. J. “Ther Abbildunpg von Mannigfaltigkeiten .“ 
Math .Annalen ,71 (1910), 97 - 115. 布 劳 威 尔 关 于 流 形 
映射 的 原文 ， 在 该 文中 他 提出 了 他 的 不 动 点 定理 

Scarf, H. “Fixed-Point Theorems and Feonomic Analysis.” Ameri- 
can Scientist ， 7] (May-June 1973} ,289 - 296， 关 于 在 经 济 
分 析 中 怎样 出 现 不 动 点 的 介绍 性 论述 ， 同 时 还 有 关于 单 形 
通 近 方法 的 很 好 的 讨论 . 

Searf, H. with the coilaboration of T. Hansen. The Computation of 
Economic EFquilibria,. New Haven, CT: Yale University Presn ， 
1973. 关于 坚 样 用 单 形 通 近 方 法 求 经 济 中 的 不 动 点 的 详细 
的 数学 论述 . 

Keener, J. “The Peron-Frobenius Theorem and the emone of 
Foothall Teams .” SHAM Review. 35 (March 1993), 80 - 

在 不 公平 成 对 部 赛 中 对 球 区 淹 名 的 四 种 不 同方 法 的 数学 
论述 . 
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第 3 章 背 点 理论 


Stewart, |. and T. Poston Catastrophe Theory. London: Pitman, 
1978 .关于 奇 点 和 突变 理论 的 极 好 的 论述 ， 同 时 还 有 来 自 
物理 、 工 程 和 生物 学 的 许多 例子 . 有 一 点 但 并 不 过 分 的 专 
门 . 但 不 仅仅 是 为 数学 家 专用 的 书 ， 有 直到 该 书 出 版 时 为 
止 已 出 版 的 有 关 本 书 内 容 的 极 好 的 文献 目录 . 

La Y. C. Singularity Theory and an Introduction 如 Catastrophe 
Theory. New York: Springer，1976. 有 关 本 章 中 提出 的 概 
念 、 思 想 的 很 好 的 数学 介绍 ， 相 当 数 学 化 . 

Deakin, M. “An Klementary Approach to Catastrophe Theory.”™ 
Bull. Math. Biol., 40 (1978), 429 ~ 450. 愉 用 不 超过 -~ 
年 级 微 积分 和 种 级 数 展开 的 思想 来 讲述 奇 点 理论 和 突变 论 
的 基本 概念 、 思 想 . 

Woodcock, T. and M. Davis. Catastrophe Theory. New York: 
Dutton，1978， 专 对 门外汉 讲述 突变 论 ， 完 全 是 非 数 学 的 
论述 ， 有 关 突 变 论 应 用 的 极 好 的 讨论 以 及 “ 宽 变 沦 争论” 
的 详细 论述 . 

Woodcock, A. E. R., and T, Posion, A Geometrica!l Study of the 
Elementary Catasirophes. Springer Lecture Notes in Mathema- 
tics ，Vol. 373. Berlin: Springer，1974. 关于 各 种 高 维 分 歧 
曲面 的 截 茄 的 优美 的 计算 机 图 寺 . 

Saunders, P. An Jntroduction two Catastrophe Theory. Cambridge: 
Cambridge University Press ，1980， 为 大学生 写 的 难度 不 
大 、 紧 次 的 突变 论 引 论 . 用 最 少 的 数学 详尽 刻 述 了 大 其 的 
材料 . 

Thom, R. Structura! Stabiiity and Morphogenesis. Reading, MA: 
玉 . .Benjamin Co.，1975. 这 就 是 那 本 开始 提出 了 本 以 
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讨论 的 所 有 问题 的 书 . 把 数学 的 论证 、 生物 学 的 思考 和 哲 
堂 的 洞察 出 双 地 结合 在 一 起 .不 要 铺 过 这 本 书 . 

Stewart，1. “Applications of Catastrophe Theory to the Physieal 
Sciences.”Phvsica DD.20 (1981), 245 -305 .概述 在 物理 
学 和 工程 中 应 用 突 侈 论 的 综述 性 文章 . | 

Zeeman, E. C. Catastroplhe Theorvy: Selected Papers, 1972 — 
7977， Reading，MA: Addison ~- Wesley，1977. 展示 突变 论 
在 起 作用 的 论文 选集 ， 关于 在 社会 科学 中 的 应 用 的 一 节 包 
括 了 激 起 对 突变 论 的 批评 家 的 许多 文章 . 


Baillieul, J. and C. Byrmes. “A Geometric Problem in Rleetric Fn- 


ergy Systems,” in Internationg! Symposium on the Mathemati- 
cal Theory of Networks. Vo]. 4. Hollywood, CA: Weslern Pe- 
riodicals，1981， 在 电能 生产 领域 中 突变 论 的 有 趣 的 应 用 . 

Thom, R. “Topological Models in Biology .” Topology, 8 (1969), 
313 -335， 有 闫 启发 托 姆 发 展 突变 论 的 数学 理论 的 牛 物 形 
式 的 托 姆 思想 的 详细 的 论述 . 

Sussman, H, J. “Catastrophe Theory: A Preliminary Critical 
Study.” Proc Biennial Mig. Phii, Sci. Assn.，1976. 该 
文 点 燃 了 反对 突变 沦 的 公开 的 围攻 . 

Amold, ¥. 1, Singularity Theory. Cambridge: Cambridge Univer- 
sity Press ，1981. 细 述 奇 点 理论 背后 的 数学 的 相当 专门 的 

Gilmore, R. Catastrophe 了 Theory for Seientists and Engineers. New 
York: Wiley,，1981， 有 关 突 变 论 的 理论 和 应 用 的 很 好 的 芽 
程 讨论 .在 与 工程 师 数 党 知识 相 协调 的 非 正 式 的 水 平 上 有 
一 点 但 不 过 分 的 数学 . 

Paulos, John Allen., Mathematics and Humor. Chicago: Univemity 
of Chieago Press ，1980. 利用 数学 江上 一 一 修 辑 、 革 德尔 
定理 和 帘 变 论 癌 普通 读者 介绍 对 幽默 的 分 析 . 很 有 娱乐 
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性 . 阐明 了 维特 根 斯 坦 山 的 著名 的 评论 : 严肃 的 督学 工 
作 可 能 被 写成 除了 笑话 外 什么 也 没有 . 


第 4 章 计算 的 理论 


Rucker, R. Mind Tools . Boston: Houghton-Mifflim ，1987 . 现代 

数学 思想 的 一 个 漂亮 的 导 引 性 的 论述 ， 包 括 对 图 灵机 、 计 
£221] 算 和 它们 同 智慧 的 关系 的 极 好 的 讨论 . 

Davis, M. Computability and Unsolvability. New York: MeGraw- 
Hill, 1958 {reprint edition: New York: Dover, 1982). 可 计 
算 性 概念 的 专门 性 引 论 ， 也 包括 戴 维 斯 (Davis) 关于 希 
尔 伯 特 第 10 问题 的 不 可 解 性 的 著名 论文 的 重印 本 .， 

Epstein, R. and W. Carielli, Compuiability; Computable Frine- 
tions, Logic and the Foundations of Mathematics, Pavcific 
Grove， CA: Wadsworth 及 Brooks/Cole，1989， 我 所 知道 的 
最 可 读 和 最 直观 的 可 计算 性 理论 引 论 之 一 ， 因 其 从 希 尔 伯 
特 、 哥 德尔 和 其 他 人 的 关于 数学 的 哲学 及 其 同 下 计算 性 理 
论 的 关系 的 工作 的 诸多 引述 而 利得 注意 . 

R. Herken, ed. The Universal Turing Machine: A Half-Century 
Survey . Oxford; Oxford University Press ，1988， 评论 图 兴 机 
及 其 在 其 他 领域 的 许多 介入 和 可 能 的 后 果 的 当代 知识 的 激 
励 人 的 文集 . 

Jones, J. “ Recursive Undecidability: An Exposition.” Amer. 
Math .Monthly ，81 《1974)，724 -738， 美 于 不 可 判定 性 
和 计算 的 一 篇 启蒙 性 的 综述 文章 ， 包 含有 图 灵机 对 策 的 一 
个 得 胜 策略 的 不 可 计算 性 的 一 种 证 明 . 


呈 译注: Ludwig Wittgenstein ,1889. 4. 26 ~ 1951. 4. 29, 上 册 屿 
利 出 生 的 英国 哲学 家 ，20 世纪 英语 世界 中 芹 学 界 的 主要 信物. 
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Hofstadter, D. Gouel, Fscher, Bauch: An Eierna!l Goiden Braid. 
New York: Basir Books，1979. (中 详 本 :; . 甘 ] 异 氟 达 营 ， 
属 德 尔 、 卜 舍 尔 、 人 包 赫 -一 集 异 壁 之 大 成 ， 郭 维 德 等 译 ， 
商务 印 书馆 ，1996.) 对 形式 系统 的 概念 ， 哥 德尔 定理 和 
人 工 智能 的 一 篇 漂 党 的 引 论 . 包含 有 在 正文 中 使 用 过 的 
让 好- 半 系 统 的 论述 . 

Nagel E. and J. R. Newman. Godel’s Proof. New York: New 
York University Press ，1958 .第 一 篇 特意 为 普通 读者 写 的 

讲 弛 德尔 定理 的 报告 一 一 而 且 仍 然 是 最 好 的 之 -. 
Chaitin，( information, Randomness, and Incompleteness. 2d 
ed ，Singapore: World Scientific，1990. 讲述 柴 丁 名 并 地 发 
现 算 法 的 复杂 性 总 其 同 随机 性 的 联系 的 完整 的 故事 的 -本 

重印 的 集 子 . 

Garey: M. and D. Johnson. Computers oand fmtractabitity. San Fran- 
-eisen: Freeman，1979. 关于 计算 上 的 易 处 理性 ，NP 完全 性 ， 

以 及 诸如 此 类 的 其 他 事情 的 最 可 靠 的 总 括 的 参考 书 . 
Bluom, 1.., M. Shub, and 5§. Smale. “On a Theory of Computation 
and Complexity over the Real Numbers: NP-Compleleness, 


Recursive Functions and Eniversai Machines.” Buill. Amer. 
Math，Soc. ,2] (1989)，1 一 46. 布 鲁 姆 一 舒 过 一 斯 梅 尔 
机 器 计算 模型 的 权威 性 的 数学 论述 . 

Chaitin, G. “The Limits of Mathematics.” IBM Research Report 
RC - 19646，July 1994. 算法 的 信息 理论 的 一 篇 亲身 实践 
的 、 重 视 计 算 的 前 述 性 文章 . 包含 有 用 以 实际 地 计算 出 现 
于 该 理论 中 的 许多 个 复杂 性 限界 的 LISP 程序 . 〈 该 文献 可 
以 通过 向 : chao-dyn@xyz ，lanl .gar 发 送 电 子 邮 件 伴 以 主 
题 : get 9407003， 从 Internet 下 载 得 到 .) 

A. R. Anderson, ed. Minds and Machines, Englewood Cliffs, NJ: 
Prentice Hali，1964.， 天 于 人 工 略 能 的 后 学 方面 的 一 些 论文 
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的 重印 本 . 包括 图 灵 关 于 人 工 智 能 的 著名 的 1950 年 论文 ， 
以 及 卢 卡 斯 的 (不) 名誉 的 基于 哥 德 尔 工作 的 1961 年 反 
击 . 

Bennett, C. “On Random and Hard-to-Describe Numbers.” IBM 
Research Report RC-7483 ( # 32272), IBM Research Labora- 
tories ，Yorktown Heights， NY，May 23, 1979, 柴 丁 数 旬 的 
性 质 的 非 形式 的 计 论 ， 连 同 它 的 对 数学 中 的 猜想 的 可 判定 
性 的 昱 示 . 

Shub, M. “Mysteries of Mathematics and Computation.” Maih. 
jntelligencer ,16 (1994)，10 - 15. 计算 的 理论 和 实践 之 
闻 的 关系 的 导 引 性 的 报告 . 包括 有 使 用 BBS 计算 模型 
(直到 1993 年 ) 所 获得 的 结果 的 一 个 极 好 的 概述 . 


第 S 章 最 优化 理论 


E. Lawler, et al, eds. The Traveling Silesnuin Problem. New 
York: Wiley，1985. 解 旅行 推销 员 问 题 的 计算 的 最 新 水 平 
的 很 好 的 概览 . 

Darst, R. Furoduction to Linear Programming. New York: 
Dekker，1991. 对 线性 规划 及 其 很 多 项 扩展 一 一 网 络 流 、 
二 次 规划 、 整 数 规划 等 等 的 非常 好 的 引 论 ， 包含 大 量 的 工 
作 练 习 和 例子 . 

Dantzig, G. Linear Programming and Extentions. Princeton, NJ: 
Prineeton University Press 。1963， 线 性 规划 的 创始 人 人 的 空 
前 的 经 典 报告 ， 几 平 是 至 科 全 书 式 的 ， 完 全 包括 了 当时 关 
于 该 论题 的 已 知 的 上 所 有 事情 . 

Vadja, 35. Theory of Games and Hinear Programming. London:; 
Meihuen，1956. JP 及 其 同 二 人 零 和 对 策 的 联系 的 简明 而 
易于 理解 的 报告 ， 
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Ford, J,. R. and D. 及 .Fulkerson Fiows in Networks. Princeton， 
NJ: Princeton University Press, 1962. 最 小 截 一 晤 大 流 定 理 
及 其 许多 应 用 的 成 熟 的 报告 . 

Ahuja, R., T. Magnauth, and J. Orlin. “Some Recnnt Advances 
in Networks Flows.” SIAM Review, 33 (1991), 179 - 219. 
网 络 流 问题 的 求解 的 发 展 的 最 新 报告 . 强调 流 问 题 的 算法 
方面 . 

Borgwardt, K. H. The Simplex Method, Berlin: Springer, 1987. 
关于 为 什么 单纯 形 法 尽管 其 最 坏 情况 分 析 旺 示 它 在 计算 上 
是 难 的 ， 而 在 实战 中 却 如 此 有 效 的 详细 的 报告 . 

Arbel, A. kxploring Tierror-Porni hinear Programming. Cam- 
bridge， MA : MIT Press，1993， 近 年 来 发 展 起 了 一 些 不 同 
于 单纯 形 法 的 方法 ， 使 用 投影 从 可 行 域 的 内 点 脱出 而 求 在 
边界 上 的 最 优 解 . 该 书 对 这 些 方法 给 出 了 一 个 极 好 的 引 
论 . 这 些 方法 常常 较 单 纯 形 法 显著 地 快 、 书 中 包含 一 个 有 
这 些 内 点 方法 的 程序 的 计算 机 软盘 . 

Dolan, A. and J. Aldous, Netfiworks and Algorithms. Chichester, 
England: Wiley，1993. 关于 以 图 、 网 络 和 设计 的 公开 天 
学 课程 为 基础 的 网 络 流 问题 的 极 好 的 入 门 教 材 ， 极力 推 
蒜 . 

Bellman, RB. E. and S. E. Dreyfus. Applied Dynamic Program- 
ming, Princeton, NJ: Princeton University Press ，1962 . 动 
态 规 划 的 经 典 工作 . 强调 在 控制 理论 和 在 运筹 学 其 他 部 分 
中 的 应 用 . 

Larson, R. and J]. Casti. Principles of Dynamic Programming 一 
Parts 了 and J . New York: Dekker, 1978，1982. 动态 规 
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约翰-L- 卡 斯 六 


我 在 1970 年 得 博 十 学 位 (Ph. D.), 在 南 加 州 大 学 ， 学 科 数 
学 ， 导师 R: 贝 尔 锯 (Richard Bellman)， 在 成 为 设 在 奥地利 维 
也 纳 的 国际 应 用 系统 分 析 研 究 所 【Intemational Institute for Ap- 
plied Systems Analysis) {I1ASA) 的 -- 名 首席 研究 人 员 之 前 ， 我 
曾 在 加 州 圣 大 芒 尼 加 在 兰 德 公司 1- 作 过 ， 也 曾 奉 职 于 亚利桑那 
大 学 、 纽 约 大 学 和 普林斯顿 等 的 不 同 院 系 .1986 年 我 腐 开 
IIASA ,开始 在 维也纳 技术 大 学 【Technical University of Vienna) 


任职 ， 做 运筹 学 和 系统 论 的 教授 . 我 疗 时 也 是 在 美国 新 胃 西 哥 
圣 堵 非 的 圣 塔 非 学 院 {Sama Fe JInstitute ) 的 外 籍 教授 的 成 员 ， 
在 那里 我 正在 生物 学 隐语 应 用 于 在 经 济 、 金 融和 道路 交通 网 络 
中 的 癌 题 的 数学 建 模 方面 发 挥 作用 ， 

近 儿 年 中 ,我 写 了 大 量 的 文章 和 7 部 关于 数学 建 模 的 学 : 术 
专著 和 教科书 . 此 和 外， 我 是 《应 用 数学 和 计算 》 (Apptied 
甬 athematics 放 Computiation ) (Elsevier， 纽 约 ) 和 《复杂 性 》 
(Complexity) 【Wiley， 纽 约 ) 二 杂志 的 编辑 .1989 年 我 的 教科 
书 / 和 参考 书 著作 《 营 代 现实 ， 自然 和 人 的 数学 模型 》 (Alternaite 
Realities: Mathematical Models of Nature and Wan ) { Wiley, 
1989)， 在 数 党 和 自然 科学 方面 出 版 的 所 有 的 学 问 精 深 的 书 当 
中 竞争 胜出 ， 被 美国 地 版 者 协会 (Association of American Pub- 
lishers》 授 奖 . 1992 年 .我 义 出 版 两 卷 本 的 数学 建 模 教 科 书 
《实在 规则 》{ Reatity Ruiles ) (Wiley，。 纽 约 ). 

除 这 些 学 术 性 的 著作 外 ， 我 还 写 了 几 部 关于 科学 的 通 价 读 
物 : 《模范 蒙 损 : 在 科学 的 镜子 中 人 的 影像 》 ( Paradigms los : 
Images of Man in the Mirror of Scienre ) (Morrow，,， 1989)， 讲述 
现代 科学 中 几 个 最 为 难 解 的 争论 ; 《必然 性 之 研究 : 科学 家 所 
能 知道 的 关于 未 来 的 事情 》 ( Searrhing for Certainty: What Sei- 
entists Can Know About the Future ) (Morrow, i991) 讨论 日 常事 
件 的 科学 预测 和 解释 像 气象 、 股 市 价格 变动 和 爆发 战争 等， 
以 及 《复杂 态 》{ Complexrification) {Harmper Collins ，1994) ， 复 
杂 系 统 太 其 产生 反 直 觉 的 、 令 人 惊异 的 行为 的 方式 的 研究 ， 我 
新 近 的 通俗 科学 册子 是 《20 世纪 数学 的 正太 指导 理论 一 一 1 
及 它们 为 什么 至 关 重 要 》 (Five Golden Rules; Greet Theories of 
201h - Century Mathematics —- and Why They MurterT), 由 约 
得 ' 威 利 公司 (纽约 ) 在 1995 年 9 月 出 版 ,我 的 下 -部 通俗 科学 

4 详 注 : 中 译本 蜗 办 书 . 
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著 必 是 《 愿 成 而 未 成 的 世界 》 (Would-Be World)， 讲 计算 机 仿 
真 和 有 希望 改变 我 们 从 捉 科 学 工作 方式 的 那 类 方法 . 该 书 将 于 
1996 年 10 月 由 约 输 : 威 利 公 和 司 {纽约 ) 出 版 . 现在 ,我 正在 
写作 一 本 “科学 的 想象 ”"， 涉 及 L :维特 根 斯 坦 、A' 图 灵 、 
BS: 哈 尔 丹 (J B.S，Haldane)}、C PP: 斯 诺 (CcC. Pn. 
Snow) 入: 酵 定 记 {Erwin Schroedinger) 以 及 有 思想 力 的 机 
器 的 辣 题 ， 
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